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1.  TERMINOLOGIJA NA UPRAVUVA^KITE  
SISTEMI 

 

 

Zada~a 1.1. Da se identifikuvaat vleznite i izleznite golemini za fi-

zi~kiot sistem - proto~en rezervoar za voda vo kogo treba da se odr`uva ni-

voto na vodata na zadadena visina h, prika`an na slika 1.1. 

 

 

Slika 1.1. Proto~en rezervoar za voda 
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Re{enie: Na nivoto na vodata h zna~itelno vlijaat protokot na vodata vQ , 

koj {to dotekuva vo rezervoarot 3 i protokot na vodata iQ , koj {to istekuva 

od rezervoarot. 

Protokot na vodata vQ  e opredelen so pritisokot na vodata pv pred ventilot 1 

i proto~niot popre~en presek na ventilot  A1, t.e. visinata na otvorawe  1z .  

Protokot na vodata {to istekuva od rezervoarot, so ogled na faktot deka ni-

voto na vodata h se odr`uva konstantno, }e zavisi samo od proto~niot po-

pre~en presek A2 na ventilot 2, odnosno visinata na otvorawe z2. 

Spored toa, golemini koi zna~ajno vlijaat vrz promenata na nivoto na vodata 

vo rezervoarot, a pritoa vrz nivnata promena mo`e da se intervenira, }e bi-

dat: 

 

1

2 1

3 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

vx t p t

x t z t

x t z t







 (1.1) 

Ovie golemini }e pretstavuvaat vlezni golemini za fizi~kiot sistem. 

Postavenata cel e da se odr`uva konstantna visinata h na nivoto na vodata, 

pa, spored toa taa }e bide izlezna golemina na sistemot, odnosno: 

 ( ) ( )y t h t  (1.2) 

Vleznite i izleznite golemini za proto~en rezervoar za voda vo kogo se 

odr`uva konstantno nivo se prika`ani na slika 1.2. 

 

  

Slika 1.2. Blok-dijagram za proto~en rezervoar za voda 
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Zada~a 1.2. Da se identifikuva vlezot i izlezot za hidrauli~na Pelton - 

turbina, ~ija skica e prika`ana na slika 1.3. 

 

Re{enie: Hidrauli~nata turbina slu`i da ja pretvori hidrauli~nata 

energija na vodata vo mehani~ka energija, i istata da ja predade na elek-

tri~niot generator. Elektri~niot generator }e proizveduva kvalitetna 

elektri~na energija ako se zadvi`uva so konstanten broj na vrte`i, nezavisno 

od optovaruvaweto na negovite izlezni priklu~oci. 

Spored toa, izlezna golemina za hidrauli~nata turbina, razgleduvana kako 

sistem na avtomatsko upravuvawe, }e bide brojot na vrte`i )/( svrn , odnosno 

agolnata brzina  )/(2 sradn   na izleznoto vratilo na turbinata: 

 ( ) ( )y t t  (1.3) 

 

s(t)

(t)

 

 

Slika 1.3.   Skica na Pelton turbina 

 

 

Za da se obezbedi konstantna agolna brzina ( const ) na vratiloto na tur-

binata 5, i pri promenliv vrte`en moment na optovaruvawe, treba da se menu-

va hidrauli~nata mo}nost, odnosno protokot na voda {to se doveduva vo tur-

binata. Protokot na voda vo mlazot, so koj se zadvi`uva Pelton turbinata, se 

regulira so promena na pozicijata s na kopjeto 7 vo mlaznikot 2. 
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Spored toa, vlezna golemina za hidrauli~nata Pelton turbina }e pretstavuva 

pozicijata na kopjeto s (slika 1.4), odnosno: 

 )()( tstx   (1.4) 

 

 

 

Slika 1.4.   Blok-dijagram za Pelton turbina 

 

Na slika 1.4 so )(1 tz e ozna~ena poremetuva~kata golemina za sistemot, a toa e 

promenliviot vrte`en moment na optovaruvawe na turbinata )(tTT , odnosno: 

 )()(1 tTtz T  (1.5) 

 

Zada~a 1.3.  Da se identifikuva vlezot i izlezot za eden elektri~en genera-

tor za naizmeni~en napon. 

 

Re{enie: Za da se dobie konstantna frekfencija na naizmeni~niot napon 

na priklu~ocite na generatorot potrebno e vratiloto na generatorot da se 

vrti so konstantna agolna brzina  2 ( / )n rad s    . 

Spored toa, vlez za elektri~niot generator, razgleduvan kako objekt na upra-

vuvawe, }e bide agolnata brzina )(t  na primarniot pogon (hidrauli~na tur-

bina, parna turbina i sl.), odnosno: 

 ( ) ( )x t t  (1.6) 

Izlez za elektri~niot generator }e bide induciraniot napon )(Vu   na izlez-

nite priklu~oci (slika 1.5), odnosno: 

 )()( tuty   (1.7) 
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Slika 1.5.   Blok-dijagram za elektri~en generator 

 
 

Zada~a 1.4. Da se opredelat vleznite i izleznite golemini za proto~en re-

zervoar za gas, prika`an na slika 1.6. i da se nacrta negoviot blok-dijagram. 

im

vm
 

Slika 1.6.   Proto~en rezervoar za gas 

 

Re{enie: Na slika 1.6. e prika`an proto~en rezervoar za gas vo kogo pri-

tisokot na gasot  p se odr`uva na sakanata vrednost  constp  . 

Na sostojbata na gasot vo rezervoarot 3 bitno vlijaat: 

- Pritisokot na gasot pv pred ventilot 1. 

- Proto~niot popre~en presek A1 na ventilot 1, odnosno visinata na 

otvorawe z1. 

Maseniot protok na gasot vm , koj {to se doveduva vo rezervoarot i ja menuva 

sostojbata na gasot vo rezervoarot, mo`e da se opredeli od dvete prethodno 

navedeni golemini so pomo{ na Sent-Venanovata formula. 

- Pritisokot na gasot  pi  vo odvodniot cevkovod. 

- Proto~niot popre~en presek A2 na ventilot 2, odnosno visinata na 

otvorawe z2. 

im
 

vm
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Ovie dve golemini go definiraat na maseniot protok na gasot im , koj {to is-

tekuva od rezervoarot i direktno vlijae vrz sostojbata na gasot vo rezervoa-

rot. 

Vlezni golemini za fizi~kiot sistem - proto~en rezervoar za gas, }e bidat 

prethodno nabroenite golemini, koi {to zna~itelno ja menuvaat sostojbata 

na gasot vo rezervoarot, a istovremeno nivnata promena mo`e da se kontro-

lira. Spored toa: 

 

)()(

)()(

)()(

)()(

24

13

12

1

tztx

tptx

tztx

tptx v









 (1.8) 

Temperaturata na okolinata T0, isto taka, vlijae vrz sostojbata na gasot vo 

rezervoarot (ravenka na sostojba na gasot):  

 RT
p



 (1.9) 

Kade {to e:  - Gustina na gasot vo rezervoarot. 

 R - Univerzalna gasna konstanta. 

No, bidej}i vrz nejzinata promena ne mo`e da se intervenira, toga{ taa }e se 

analizira kako poremetuva~ka golemina za fizi~kiot sistem, odnosno: 

 )()( 0 tTtz   (1.10) 

Rezultat na promenata na koli~inata na gasot vo rezervoarot e negoviot pri-

tisok p, negovata promena treba da se odr`uva na sakanata vrednost, i zatoa 

toj pretstavuva izlezna golemina za razgleduvaniot fizi~ki sistem, odnosno: 

 )()( tpty   (1.11) 

Blok-dijagramot za proto~en rezervoar za gas vo kogo {to se odr`uva kons-

tanten pritisok e prika`an na slika 1.7. 
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Slika 1.7.   Blok-dijagram za proto~en rezervoar za gas 

 
 

NAPOMENA: I pokraj toa {to gasot vo fizi~ka smisla istekuva od re-

zervoarot, sepak promenata na pritisokot vo odvodniot cevkovod pi pretsta-

vuva vlezna golemina za ovoj fizi~ki sistem, bidej}i bitno vlijae vrz sostoj-

bata na gasot vo rezervoarot. 

 

Zada~a 1.5. Da se identifikuvaat vleznite i izleznite golemini za proto~en 

rezervoar so vgraden izmenuva~ na toplina, vo kogo treba da se odr`uvaat 

konstantni vrednostite na temperaturata  T i na pritisokot  p na rabotniot 

(kompresibilen) fluid, prika`an na slika 1.8. 

im

vm

 

Slika 1.8.  Proto~en izmenuva~ na toplina 
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Re{enie: Ovoj primer pretstavuva pro{iruvawe na mo`nostite na fi-

zi~kiot sistem analiziran vo zada~a 1.4. Razlikata e vo toa {to ovde e vgra-

den i dopolnitelen toploizmenuva~ 4 vo samiot rezervoar 3, so ~ija pomo{ 

treba da se odr`uva sakanata vrednost na temperaturata na kompresibilniot 

(rabotniot) fluid vo rezervoarot. 

Ako temperaturata na rabotniot fluid ima tendencija da opa|a, vo odnos na 

sakanata (referentnata) vrednost Tr, toga{ niz toploizmenuva~ot 4 se pro-

pu{ta da strui fluid so povisoka temperatura od referentnata, odnosno 

rTT 1 , i se vr{i zagrevawe na rabotniot fluid. Vo obraten slu~aj, ako tem-

peraturata na rabotniot fluid ima tendencija da raste nad referentnata 

temperatura, toga{ niz toploizmenuva~ot 4 se propu{ta da strui fluid so 

poniska temperatura  rTT 1  i se vr{i ladewe na rabotniot fluid. Procesot 

na toploizmenuvawe (ladewe) vo golema mera e zavisen od brzinata na stru-

ewe 1w  na grejniot (ladilniot) fluid. Ako e toa nekompresibilen fluid 

({to e naj~est slu~aj vo praksa), toga{ mo`e da se usvoi deka negovata brzina 

na struewe niz toploizmenuva~ot e konstantna, odnosno 21 ww  . 

Na sostojbata na rabotniot fluid  constTconstp  ,  vo rezervoarot 3 

zna~itelno vlijaat: 

- Pritisokot na fluidot pv pred ventilot 1. 

- Proto~niot popre~en presek A1 na ventilot 1, odnosno visinata na ot-

vorawe z1. 

- Temperaturata na rabotniot fluid Tv na vlez vo rezevoarot 3. 

- Pritisokot na rabotniot fluid  pi vo odvodniot cevkovod. 

- Popre~niot presek A2 na ventilot 2, odnosno visinata na otvorawe  z2. 

- Brzinata na struewe 1w  na pomo{niot (grejniot-ladilniot) fluid. 

- Temperaturata na pomo{niot fluid T1 na vlez vo toploizmenuva~ot. 

Vlijanieto na temperaturata Ti na rabotniot fluid vo odvodniot cevkovod, vo 

ovoj slu~aj mo`e da se zanemari. 

Spored toa, vlezni golemini za ovoj fizi~ki sistem }e bidat: 
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 (1.12) 

Temperaturata na okolinata T0, so istoto obrazlo`enie od zada~a 1.4, }e 

pretstavuva poremetuva~ka golemina, odnosno: 

 )()( 0 tTtz   (1.13) 

Rezultat na procesite vo rezervoarot 3 se promenite na pritisokot  p i tem-

peraturata  T na rabotniot fluid, ~ii {to vrednosti treba da se odr`uvaat 

na zadadenata (referentnata) vrednost i zatoa tie }e pretstavuvaat izlezni 

golemini za razgleduvaniot fizi~ki sistem, odnosno: 

 
)()(

)()(

2

1

tTty

tpty




 (1.14) 

Blok-dijagramot za proto~en rezervoar za kompresibilen fluid vo kogo {to 

se odr`uva konstanten pritisok i konstantna temperatura e prika`an na 

slika 1.9. 

  

 

Slika 1.9.   Blok-dijagram za proto~en rezervoar za kompresibilen  
fluid so vgraden toploizmenuva~ 
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NAPOMENA: Vo prethodnite primeri fizi~kite sistemi se analizirani 

vo celost, odnosno nivniot blok-dijagram e prika`an kako "crna kutija". Ova 

e napraveno sé so cel da se izvr{i identifikacija na vleznite i izleznite 

golemini za dadeniot fizi~ki sistem, od aspekt na teorijata na sistemite, i 

da se potencira deka tie ne treba da se povrzat so fizi~kiot protok na masa i 

energija niz sistemot. So drugi zborovi, vlezot na masa i energija ne pretsta-

vuvaat vlezni golemini za sistemot i analogno na toa, izlezot na masa i ener-

gija ne pretstavuvaat izlezni golemini za fizi~kiot sistem, analiziran vo 

soglasnost so definiciite i terminologijata vo teorijata na sistemite. 

 

Zada~a 1.6. Da se nacrta blok-dijagramot za sekoja od slednite funkcii: 

 a). 
dt

dx
ay 1 , consta 1  (1.15) 

 b). 

t

dxay
0

2 )(  , consta 2  (1.16) 

 v). 12
1

2

2

2

5 xx
dt

dx

dt

xd
y   (1.17)  

 

Re{enie: Blok-dijagramite se crtaat direktno od zadadenite funkcii, no 

pritoa treba da se vodi smetka deka vo sekoj od blokovite mo`e da se reali-

zira po edna matemati~ka operacija (mno`ewe so konstanta, diferencirawe, 

integrirawe, sumirawe). 

 a). 



 

Slika 1.10.  Blok-dijagram za funkcijata (1.15) 

 b). 



 

Slika 1.11.  Blok-dijagram za funkcijata (1.16) 



1.  Terminologija na upravuva~kite sistemi 
 

11 

 v). 

 

 

Slika 1.12.  Blok-dijagram za funkcijata (1.17) 

 

Zada~a 1.7. Da se nacrta uprosten blok-dijagram na sistem za avtomatsko 

odr`uvawe na temperaturata na dadena vrednost vo zatvorena prostorija i 

pritoa da se identifikuvaat elementite na sistemot, vleznata i izleznata 

golemina. 

 

Re{enie: Osnovnite elementi na ovoj sistem se: 

- Zatvorena prostorija, kako objekt na upravuvawe. 

- Grejno telo (radijator, elektri~na pe~ka i sl.), kako upravuva~ki 

element. 

- Termostat, na kogo se zadava sakanata vrednost na temperaturata vo 

prostorijata i vo kogo se vr{i sporeduvawe na sakanata i postignata-

ta temperatura vo prostorijata, kako sumator. 

Vlez vo sistemot }e bide sakanata vrednost na temperaturata vo prostorijata. 

Izlez za sistemot }e bide postignatata vrednost na temperaturata vo prosto-

rijata. 

Blok-dijagramot za dadeniot sistem (slika 1.13) lesno mo`e da se konstruira 

vrz baza na informaciite za elementite na sistemot i identifikacijata na 

vlezot i izlezot na sistemot. 
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Slika 1.13.   Blok-dijagram na sistem za avtomatsko odr`uvawe na  

temperaturata vo zatvorena prostorija 

 

 

Zada~a 1.8. Da se nacrta uprosten blok-dijagram na sistem koj se sostoi od 

~ovek koj upravuva so avtomobil (slika 1.14), i pritoa da se opredelat ele-

mentite na sistemot i da se identifikuvaat vlezot i izlezot na sistemot. 

 

 
 

 

Slika 1.14.   Skica na sistemot - upravuvawe na avtomobil 

 
 

Re{enie: Upravuva~kiot sistem, koj se sostoi od ~ovek koj upravuva avto-

mobil sodr`i komponenti koi se biolo{ki i komponenti koi se napraveni od 

~ovekot.  Voza~ot se stremi da go odr`uva voziloto na zadadenata pateka. Toj 

toa go pravi so postojano sledewe na nasokata po koja se dvi`i avtomobilot 

vo odnos na nasokata na patot. 

Traektorija na patot 

Traektorija na avtomobilot 
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Vo ovoj slu~aj, nasokata na patot, pretstavena so belata linija na sredinata 

na patot ili so negovite strani~ni linii, mo`e da bide zemena kako vlez. 

Vistinskata traektorija po koja se dvi`i avtomobilot e izlez na sistemot. 

Voza~ot go upravuva izlezot preku negovo postojano sporeduvawe so o~ite i 

mozokot i go koregira preku svoite race i volanot. 

Glavni elementi na ovoj upravuva~ki sistem se: o~ite, mozokot, racete na vo-

za~ot i volanot so koj se upravuva avtomobilot. 

Analizata na funkcioniraweto na dadeniot upravuva~ki sistem i identifi-

kacijata na vlezot i izlezot na sistemot se dovolni za konstrukcija na upros-

teniot blok-dijagram za ovoj sistem, prika`an na slika 1.15. 

 

 
 

Slika 1.15.   Blok-dijagram na sistemot - upravuvawe na avtomobil 

 

Povratnata vrska e negativna, bidej}i ako postoi razlika pome|u vlezot i iz-

lezot ~ovekot reagira za da ja koregira traektorijata na dvi`ewe na avtomo-

bilot. Koga vlezot i izlezot se poklopuvaat toga{ nema potreba od upravu-

va~ka akcija. 

 

Zada~a 1.9. Da se skicira uprosten blok-dijagram za avion upravuvan so av-

topilotski mehanizam. 

 

Re{enie: Avtopilotskiot mehanizam i avionot koj e upravuvan pretstavu-

va upravuva~ki sistem so povratna vrska. Negovata zada~a e avionot da go vodi 

po odreden kurs bez ogled na atmosverskite priliki. Toj ja izvr{uva ovaa za-
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da~a so postojano merewe na vistinskata pateka po koja se dvi`i avionot i 

avtomatski gi postavuva upravuva~kite elementi od avionot (krilcata, krmi-

loto i sl.) za da go dovede vo soglasnost so zadadeniot kurs. 

^ovekot, kako pilot ili operator, koj gi postavuva parametrite na avtopilo-

tot ne e del od upravuva~kiot sistem. 

Spored toa, vlez e zadadeniot kurs na letawe, koj {to mo`e da bide pretsta-

ven na poseben ured na upravuva~kata tabla na avionot, a izlez e realniot 

kurs odreden so avtomatskite navigacioni instrumenti. Eden ured za spore-

duvawe neprekinato gi poka`uva vlezot i izlezot na sistemot. 

Koga ovie dva signala se poklopuvaat (e = 0) toga{ nema potreba od upravu-

va~ka akcija. Koga pome|u vlezot i izlezot postoi razlika, uredot za sporedu-

vawe dava signal na gre{ka e za upravuva~ka akcija do upravuva~ot - avtopi-

lotskiot mehanizam. Upravuva~ot dava soodvetni signali kon upravuva~kite 

delovi od avionot (krilca, krmilo i sl.) za da ja namali razlikata pome|u 

vlezot i izlezot. 

 

 

 

Slika 1.16.   Uprosten blok-dijagram na avion so avtopilot 

 

Povratnata vrska mo`e da bide dobiena preku elektri~en, hidrauli~en ili 

mehani~ki prenos od navigacionite instrumenti, {to ja merat pozicijata na 

avionot, do uredot za sporeduvawe. 

Na slika 1.16 e prika`an uprosten blok-dijagram na avion upravuvan so avto-

pilot. 



1.  Terminologija na upravuva~kite sistemi 
 

15 

Objektot na upravuvawe za ovoj sistem e avionot, vklu~uvaj}i gi negovite 

upravuvani povr{ini (strani~nite krilca i krmata) i navigacionite in-

strumenti. 

Mehanizmot na avtopilotot e upravuva~ki element, a sumator e uredot za spo-

reduvawe. 

Avtopilotot obezbeduva upravuva~ki signali za dvi`ewe na n-te upravuva~ki 

delovi, ozna~eni so m1, m2, . . . . . . , mn. 

 

Zada~a 1.10. Na slika 1.17 e prika`ana poednostavena skica na edna vodenica. 

Da se nacrta blok dijagramot za ovoj sistem. 

 

 
 

Slika 1.17.   Skica na edna vodenica 

 

Re{enie: Funkcioniraweto na ovoj sistem, nakratko mo`e da se opi{e na 

sledniot na~in:  

- Nautro, vodeni~arot go otvora upravuva~kiot ventil 1, so kogo {to se upra-

vuva protokot na voda do vodeni~koto trkalo 2. So ogled na dolgogodi{noto 

iskustvo, vodeni~arot }e go otvori ventilot vo pozicija x, so {to }e se obez-

bedi dovolen protok na voda za da mo`e da se zadvi`i vodeni~noto trkalo 2 so 

sakaniot broj na vrte`i nr i pri negovo polno optovaruvawe, a pritoa toj vodi 

smetka, isto taka, da ne bide ventilot otvoren premnogu, za da ne se tro{i ne-

potrebno golemo koli~estvo na voda (ako ima mala akumulacija da ne se po-

tro{i vodata vo tekot na celiot raboten den). 
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Vo tekot na denot, vodeni~arot naj~esto ne vr{i nikakva korekcija na otvo-

renosta na ventilot 1, i pokraj toa {to postojat periodi koga vodeni~niot 

kamen ne e voop{to optovaren, odnosno vodenicata ne mele  `ito. 

Spored toa, vo ovoj slu~aj stanuva zbor za upravuva~ki sistem bez povratna 

vrska. 

Kako rezultat na upravuva~kata akcija treba da se dobie potrebniot broj na 

vrte`i n na vodeni~noto trkalo, odnosno toj }e pretstavuva izlezna golemina 

za ovoj sistem. 

Vo tekot na rabotata mo`e da nastanat razli~ni poremetuvawa na sistemot 

koi treba da se evidentiraat i da se vnesat vo sistemot kako poremetuva~ki 

signali - zi (na primer: triewe vo le`i{tata na vodeni~noto trkalo, zazori 

vo ventilot i sl.) 

Blok-dijagramot za vodenicata, kako upravuva~ki sistem, e prika`an na slika 

1.18. 

 

 OU - Objekt na upravuvawe 

 UE - Upravuva~ki element 
 S - Fizi~ki sistem 

 

Slika 1.18.   Blok-dijagram za vodenica 

 

NAPOMENA: Vo ovoj slu~aj namerno e izbegnat standardniot na~in na 

prika`uvawe na fizi~kite sistemi preku blok-dijagrami, so cel da se poten-

cira faktot deka fizi~kiot vlez i izlez na masa i energija vo sistemite ne 
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pretstavuvaat vlezni i izlezni golemini za razgleduvanite sistemi. Na pri-

mer, vodata {to istekuva od vodenicata i koli~inata na somelenoto `ito ne 

pretstavuvaat izlezni golemini za ovoj sistem. 

 

 

Zada~a 1.11. Na slikata 1.19 e prika`an sistem za avtomatsko odr`uvawe na 

konstantno nivo vo proto~en rezervoar za voda (slika 1.1.). 

Da se nacrta blok-dijagramot za ovoj sistem na avtomatsko upravuvawe (SAU) 

na nivoto na vodata i da se identifikuvaat site elementi vo istiot. 

 

 
 

Slika 1.19.     Sistem za avtomatsko odr`uvawe na konstantno  
nivo vo proto~en rezervoar 

 

 

Re{enie: Sakanoto nivo H0 na te~nosta vo rezervoarot 3 se postavuva so 

pomo{ na zategnuva~ot 7. Vrednosta na stvarnoto nivo H, preku plovakot 4, 

sajlata 5 i makarite 6 se prenesuva do tegot 8, odnosno ventilot 1, niz kogo se 

obezbeduva dotok na voda vo rezervoarot. Preku pozicijata z2 na ventilot 2 se 

kontrolira koli~inata na vodata koja istekuva od rezervoarot. 

Blok-dijagramot za konkretniot primer (slika 1.20) e nacrtan vo soglasnost 

so op{tata struktura na blok-dijagrami za sistemi na avtomatsko upravuvawe 

(SAU) so povratna vrska i na nego se ozna~eni site golemini i elementite vo 

poedinite blokovi. 
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Slika 1.20.  Blok-dijagram na sistem za avtomatsko odr`uvawe na  
konstantno nivo vo proto~en rezervoar 

 

 

Osnovnite elementi i golemini, spored slika 1.20, se: 

71 zx   -  Pozicija na zategnuva~ot - vlezna golemina na SAU. 

22 zx   -  Pozicija na ventilot 2 - vlezna golemina na SAU. 

Hy    -  Izlezna golemina na SAU. 

Ho -  Referentno nivo na vodata vo rezervoarot (nivo koe se saka da se 

odr`i konstantno,  TREBA - vrednost). 

H  -  Stvarno nivo na vodata vo rezervoarot (E - vrednost). 

Qi  -  Protok na voda {to istekuva niz ventilot 2. 

Qv  - Protok na voda {to  se doveduva vo rezervoarot. 

z1  -  Pozicija na tegot 8. 

u  -  Poremetuvawe na SAU; na primer: neispraven ventil 2 (volu-

menski gubitok na voda poradi lo{o zaptivawe). 

OU  -  Objekt na upravuvawe: g3 - rezervoar za voda. 

UE  -  Upravuva~ki element: g1 - ventil 1, g2 - ventil 2. 

PV  -  Element vo povratnata vrska: h - plovak 4, sajla 5, makari 6, teg 8. 

gi  - Matemati~ki modeli na poedinite komponenti. 

h   - Matemati~ki model na povratnata vrska.  
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Zada~a 1.12. Na slika 1.21. e prika`an sistem za odr`uvawe na konstanten 

pritisok vo proto~en rezervoar za gas (slika 1.6) 

Da se nacrta blok-dijagramot za ovoj sistem na avtomatsko upravuvawe (SAU) 

i da se identifikuvaat site elementi. 

 

Re{enie: Sakanata vrednost (TREBA - vrednost) na pritisokot  p0  vo re-

zervoarot 2 se postavuva so pomo{ na zavrtkata 4 i pru`inata 6. Na toj na~in 

se definira silata vo pru`inata 6 koja {to treba da se sprotivstavi na sila-

ta od pritisokot p. 

Stvarniot pritisok na gasot p (E - vrednost) preku cevkata 8 dejstvuva na 

membranata 5, sprotivno na dejstvoto na silata od pru`inata 6. Stapot 7 e 

cvrsto povrzan so membranata 5 i dejstvuva na ventilot 1, niz koj {to se obez-

beduva dotok na gas vo rezervoarot 2. 

 

 
 

Slika 1.21.   SAU na pritisokot vo proto~en rezervoar za gas 

 

Sistemot za avtomatsko upravuvawe na pritisokot vo proto~en rezervoar za 

gas funkcionira na sledniot na~in: na primer, ako pritisokot p vo rezervoa-

rot po~ne da opa|a pod referentnata vrednost p0, toga{ }e dojde do na-

ru{uvawe na ramnote`ata na silite koi dejstvuvaat na membranata 5. 
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Silata prF  od pru`inata 6 }e bide pogolema od silata od momentalniot pri-

tisok p koja se generira na membranata 5, pa preku stapot 7 }e predizvika do-

polnitelno otvorawe na ventilot 1. Ova }e dovede do zgolemuvawe na mase-

niot protok na gasot vm  {to se doveduva vo rezervoarot 2. Ako pritisokot p 

vo rezervoarot po~ne da se poka~uva nad referentnata vrednost p0, toga{ se 

slu~uva obraten proces, odnosno doa|a do dopolnitelno zatvorawe na venti-

lot 1 so {to se namaluva maseniot protok na gasot vm . 

Blok-dijagramot na konkretniot SAU e prika`an na slika 1.22 i na nego se 

ozna~eni site golemini i elementite (preku poziciite ozna~eni na slika 

1.21) vo poedinite blokovi. 

vm

 

Slika 1.22.   Blok-dijagram na SAU na pritisokot vo proto~en rezervoar za gas 

 

Na slikata 1.22 mo`e da se identifikuvaat slednite golemini i elementi: 

ozx    -   Vlezna golemina na SAU. 

py    -   Izlezna golemina na SAU. 

ipu    -   Poremetuvawe vo SAU. 

z0  - Pozicija na zavrtkata 4 so koja se definira referentniot pritisok 

p0 (TREBA - vrednost) na gasot vo rezervoarot 2. 

Fpr  - Sila vo pru`inata 6. 

Fp   - Sila od momentalniot pritisok vo rezervoarot koja {to se generi-

ra na membranata 5. 
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1ze   - Signal na gre{ka vo SAU, odnosno mehani~ka dilatacija na mem-

branata 5. Taa nastanuva so uravnote`uvawe na silata na pru`inata  

Fpr  i silata od momentalniot pritisok Fp. 

vm   -  Masen protok na gasot koj {to protekuva niz ventilot 1 - manipu-

lativna promenliva vo SAU. 

p  -  Stvarna vrednost na pritisokot na gasot vo rezervoarot (E - vred-

nost). 

pi  -  Pritisok na gasot vo odvodniot cevkovod, koj {to zavisi od po-

tro{uva~ite i vrz nego ne mo`e da se vlijae. 

UE  -  Upravuva~ki element: g1 - ventil 1. 

OU  -  Objekt na upravuvawe: g2 - proto~en rezervoar za gas 2. 

PV  -  Element vo povratnata vrska: h - cevka 8. 

gi - Matemati~ki modeli na poedinite elementi. 

h - Matemati~ki model na povratnata vrska. 

Vo ovoj slu~aj e usvoeno deka rezervoarot e dobro izoliran, poradi {to vli-

janieto na temperaturata na okolinata vrz promenata na pritisokot vo re-

zervoarot e zanemarlivo malo, pa spored toa istata ne se zema vo predvid. 

Pritisokot na gasot pv na vlez vo sistemot se usvojuva deka e konstanten i vrz 

nego ne mo`e da se vlijae, pa spored toa ne se analizira kako vlezna golemina 

vo SAU (vidi zada~a 1.4). 

NAPOMENA: Vo literaturata, kade {to se tretira problematikata na 

sistemite na avtomatsko upravuvawe, za vleznata golemina so koja {to se za-

dava kako referentnata vrednost koja treba da se dobie na izlezot od SAU, 

mnogu ~esto se koristi terminot "TREBA - vrednost", a za stvarnata, odnosno 

momentalnata vrednost na izlezot od SAU se koristi terminot "E - vred-

nost". 
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Zada~a 1.13. Na slika 1.23 e prika`an hidrauli~en servomehanizam za pra-

tewe na pozicija. Da se nacrta blok-dijagramot za ovoj sistem na avtomatsko 

upravuvawe (SAU) i da se identifikuvaat site elementi. 

 

 

 

Slika 1.23.   Hidrauli~en servomehanizam za pratewe na pozicija 

 

Re{enie: Sakanata vrednost (TREBA - vrednost) na pozicijata na klipwa-

~ata na cilindarot 4 se postavuva so pomo{ na zavrtkata 1, pozicija z0. Vo 

po~etniot moment klipot na cilindarot 4 e fiksiran (pozicija C), bidej}i 

dvete komori k1 i k2 na cilindarot se blokirani so rasporednikot 3. Spored 

toa, lostot 2 }e se zarotira okolu to~kata C i }e ja postigne pozicijata I, 

to~ka AI. 

Klip~eto na rasporednikot 3 }e se pomesti za pozicija z1,I. Pri toa, prik-

lu~okot P }e se povrze so priklu~okot A, a priklu~okot B so priklu-~okot S 

(kon rezervoarot). Klipot vo cilindarot 4 }e po~ne da se dvi`i vo levo, bi-

dej}i komorata k1 e pod pritisok pp, a komorata k2 e povrzana so rezervoarot za 

maslo ps, i pritoa }e ja sovladuva silata na optovaruvaweto Fop. Dvi`eweto na 

klipwa~ata }e prestane i klipwa~ata }e se pozicionira vo polo`ba II, od-

nosno to~ka CII, bidej}i vo taa pozicija klip~eto od rasporednikot 3, koe {to 
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e zadvi`uvano od lostot 2, }e se vrati vo po~etnata pozicija i }e gi blokira 

priklu~ocite P, R i S, a so toa i priklu~ocite A i B. Spored toa, klipwa~ata 

na cilindarot 4 }e se zadvi`i za pozicija z {to korespondira na po~etnata 

zadadena vrednost na pomestuvawe z0 na zavrtkata 1. 

Blok-dijagramot na hidrauli~niot servomehanizam za pratewe na pozicija e 

prika`an na slika 1.24 i na nego se ozna~eni site golemini i elementite vo 

poedinite blokovi. 

 

Slika 1.24. Blok-dijagram na hidrauli~en servomehanizam za pratewe na pozicija 

 

Na slikata 1.24 mo`e da se identifikuvaat slednite golemini i elementi: 

0zx    - Vlezna golemina na SAU. 

zy    - Izlezna golemina na SAU. 

z0  -  Pozicija na zavrtkata 2 so koja se definira referentnata pozicija 

(TREBA - vrednost) na cilindarot 4. 

z1  -  Momentalna pozicija na klip~eto na rasporednikot 3. 

z  -  Momentalna vrednost na pozicijata na cilindarot 4. 

III zze ,1,1   - Signal na gre{ka vo SAU. 

Q  -  Protok na maslo pod pritisok, so kogo se definira brzinata na 

dvi`ewe na cilindarot. 

pp  -  Raboten pritisok na masloto {to se doveduva od pumpata. 
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ps  -  Pritisok na masloto vo odvodnite kanali kon rezervoarot. 

UE  -  Upravuva~ki element - rasporednik 3. 

OU  -  Objekt na upravuvawe - cilindar 4. 

PV  -  Povratna vrska - lost 2. 

g1 - Matemati~ki model na rasporednikot 3. 

g2 - Matemati~ki model na cilinderot 4. 

NAPOMENA: Objasnuvaweto na principot na rabota na servomehanizamot 

e napraveno za dve krajni pozicii na sistemot (lost 2) I i II, so cel polesno da 

se izvedat korelaciite na pomestuvawata na to~kite A, B i C. No, vo realnost, 

vedna{ {tom po~ne da se zadvi`uva zavrtkata 1 (to~kata A), vo isto vreme za-

po~nuva so dvi`ewe i cilindarot 4 (to~kata C), odnosno procesot na pratewe 

se odviva kontinuirano. 

 

Zada~a 1.14. Na slika 1.25 e prika`an hidrauli~en servomehanizam za pra-

tewe na pozicija. Da se identifikuvaat sete elementi, vlezot i izlezot i da 

se nacrta blok-dijagramot za ovoj sistem na avtomatsko upravuvawe. 

 
 

Slika 1.25.   Skica na hidrauli~en servomehanizam za pratewe na pozicija 
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Re{enie: Principot na funkcionirawe na hidrauli~niot servomehanizam 

e identi~en so sistemot daden vo zada~a 1.13. Sakanata vrednost (TREBA-

vrednost) na pozicijata na klipwa~ata na cilindarot 3 se postavuva so pomo{ 

na zavrtkata 1, pozicija z0. Vo po~etniot moment klipot na cilindarot 3 e 

fiksiran (pozicija E), bidej}i dvete komori k1 i k2 na cilindarot se blokira-

ni so rasporednikot 2. Spored toa, lostot 4 }e se zarotira okolu to~kata C i 

}e ja postigne pozicijata I, to~ka AI. 

Klip~eto na rasporednikot 2 }e se pomesti za pozicija Iz ,1 . Vo taa pozicija 

priklu~okot P }e se povrze so priklu~okot A, a priklu~okot B so prik-

lu~okot S (kon rezervoarot i klipwa~ata na cilindarot 3 }e po~ne da se vov-

lekuva. Dvi`eweto na klipwa~ata na cilindarot 3 }e prestane vo pozicija II, 

odnosno to~ka EII, bidej}i vo taa pozicija klip~eto od rasporednikot 2, koe vo 

ovoj slu~aj e zadvi`uvano preku lostot 6, stapot 5 i lostot 4, }e se vrati vo 

po~etna pozicija i }e gi blokira priklu~ocite P, R i S, a so toa i prik-

lu~ocite A i B. Spored toa, klipwa~ata na cilindarot 3 }e se zadvi`i za po-

zicija z, koja {to korespondira na po~etnata zadadena vrednost na pomestu-

vaweto z0 na zavrtkata 1. Koeficientot na proporcionalnost pome|u pomes-

tuvawata z0 i z e opredelen so odnosot na kracite ( ba /  i dc / ) na lostovite 4 

i 6. Toj odnos mo`e da bide presmetan  na ba`darenata skala 7, taka da mo`e 

direktno da se ot~ituva goleminata na pomestuvaweto z na klipwa~ata na ci-

lindarot 3. 

 
 

Slika 1.26.   Blok-dijagram na hidrauli~en servomehanizam za pratewe na pozicija 
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Blok-dijagramot na hidrauli~niot servomehanizam za pratewe na pozicija e 

prika`an na slika 1.26 i na nego se ozna~eni site elementi i golemini. 

Elementite i goleminite na sistemot se identi~ni kako vo zada~a 1.13 i zatoa 

nema da bidat posebno objasneti. Pritoa va`i istata napomena deka procesot 

na pratewe se odviva kontinuirano. 

 

Zada~a 1.15. Na slikata 1.27 e prika`an sistem za avtomatsko odr`uvawe na 

konstantno nivo vo proto~en rezervoar za voda. 

Da se nacrta blok-dijagramot za ovoj SAU i da se ozna~at site elementi i go-

lemini vo istiot. 

 

Slika 1.27.   SAU na nivoto na vodata vo proto~en rezervoar 

 

Re{enie: Principot na funkcionirawe na sistemot za avtomatsko 

odr`uvawe na konstantno nivo vo proto~en rezervoar za voda e sli~en na sis-

temot analiziran vo zada~a 1.11. 

Sistemot e prika`an vo stacionarna sostojba, koga protokot na vodata vQ , koj 

{to dotekuva vo rezervoarot 1 e ednakov na protokot na vodata iQ , koj {to 

istekuva od rezervoarot, odnosno iv QQ  , i nema nikakva promena na visinata 

h0 na nivoto na vodata vo rezervoarot. 
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Sakanata vrednost (TREBA-vrednost) na visinata h0 na nivoto na vodata, koja 

{to treba da se odr`uva konstantna, se zadava so pomo{ na zavrtkata 3, pozi-

cija z3. 

Ako, na primer, referentnoto nivo h0 treba da se namali, toga{ zavrtkata 3 

se navrtuva (to~kata A se spu{ta) za pozicija z3. Lostovite 5 i 7 se postavu-

vaat vo pozicija I (slika 1.28), odnosno ventilot 8 se zatvora za vrednost z8,I. 

Poradi namaluvaweto na protokot na vodata Qv }e dojde do namaluvawe na ni-

voto na vodata. Koga nivoto na vodata }e ja postigne novata referentna visi-

na h0, toga{ lostovite 5 i 7 }e se postavat vo pozicija II, ventilot 8 }e se ot-

vori za vrednost z8,II, odnosno ventilot }e se vrati vo po~etnata stacionarna 

sostojba. Odnosot na pomestuvawata na lostovite 5 i 7 zavisi od odnosot na 

nivnite kraci i lesno mo`e da se opredeli od sli~nosta na triagolnicite vo 

dadenite pozicii I i II, prika`ani na slika 1.28. 

 
Slika 1.28.   Zadavawe na novo referentno nivo h0 

 
 

Sega sistemot }e go odr`uva konstatno novoto referentno nivo h0. Imeno, 

ako dojde do promena na stacionarnata sostojba, odnosno vi QQ  , toga{ }e 

po~ne nivoto na vodata da se spu{ta. Plovakot 2 ja prati promenata na nivoto 

na vodata, pa preku stapot 4 }e go zarotira lostot 5 okolu to~kata A prema 

dolu, a so toa }e predizvika dopolnitelno otvorawe na ventilot 8. Protokot 

na vodata Qv }e se nagolemi, a toa }e dovede do povtorno poka~uvawe na nivoto 

na vodata do referentnata visina h0, odnosno taa se odr`uva konstatna. 
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Blok-dijagramot na sistemot za avtomatsko odr`uvawe na konstatno nivo na 

vodata vo proto~en rezervoar e prika`an na slika 1.29.  

 

Slika 1.29.   Blok-dijagram na sistem za avtomatsko odr`uvawe na  
konstatno nivo vo proto~en rezervoar  

 

Osnovnite golemini i nivnata povrzanost se definirani vo gornoto objasnu-

vawe na funkcioniraweto na ovoj sistem, a elementite vo blok-dijagramot se 

identi~ni kako vo prethodnite zada~i. 

 

Zada~a 1.16. Na slika 1.30 e prika`an pnevmatski regulator na pritisok. Toa 

e komponenta koja {to treba da obezbedi konstanten pritisok na fluidot na 

nejziniot izlez  constpi   nezavisno od promenata na pritisokot na vlezot. 

 

Slika 1.30.   Regulator na pritisok 
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Da se nacrta blok-dijagramot za ovoj sistem na avtomatsko upravuvawe (SAU) 

i da se ozna~at site elementi i golemini. 

 

Re{enie:  Vrednosta na pritisokot pi, koj {to treba da se odr`uva kons-

tanten (TREBA-vrednost), se postavuva so pomo{ na zavrtkata 4. So predna-

pregawe na pru`inata 3 na pozicija z0 se generira sila vo pru`inata prF , koja 

{to treba da se sprotivstavi na pritisnata sila pF . Pritisnata sila pF  se 

sozdava na membranata 2 pod dejstvo na pritisokot pi na izlez od pnevmatskiot 

regulator na pritisok.  

Vo stacionaren re`im na rabota, odnosno koga pritisokot pi ja ima sakanata 

vrednost pi,0 , silata vo pru`inata prF  i pritisnata sila pF  se vo ramnote`a: 

 0,0, ppr FF   (1.18) 

Ako dojde do zgolemuvawe na pritisokot ip  nad sakanata vrednost ,0ip , odnos-

no ,0i ip p , toga{ pritisnata sila pF  }e bide pogolema od silata vo 

pru`inata prF , odnosno p prF F , i }e dojde do dopolnitelno zatvorawe na na-

sedniot element 7. Ova }e predizvika namaluvawe na maseniot protok im  na 

fluidot niz ventilot, {to }e predizvika namaluvawe na pritisokot ip  vo in-

stalacijata. Novata sostojba }e se zadr`i se dodeka pritisokot ip  ne se nama-

li na referentnata vrednost ,0ip . 

Ako dojde do namaluvawe na pritisokot pi pod sakanata vrednost ,0ip , odnosno 

 pi < pi,0, istiot proces se povtoruva no vo sprotivna nasoka. 

Vrz osnova na analizata na funkcijata na pnevmatskiot regulator na priti-

sok i objasnuvaweto na osnovnite golemini vo sistemot, lesno mo`e da se 

nacrta blok-dijagramot za ovoj upravuva~ki sistem, koj {to e prika`an na 

slika 1.31. 
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Slika 1.31.   Blok-dijagram za pnevmatski regulator na pritisok 

 

 

 

Zada~a 1.17. Na slika 1.32 e prika`ana skica na pnevmatski upravuvan ventil 

so proporcionalno dejstvo. Toa e komponenta so koja treba da se regulira 

protokot na fluidot {to pominuva niz ventilot 1 proporcionalno na visi-

nata na pritisokot vp  na vozduhot koj se doveduva vo membranskiot cilindar 

4. Vo krajnite pozicii: koga pritisokot 0vp bar, toga{ ventilot 1 e potpol-

no zatvoren, a koga e pritisokot 1vp bar, toga{ ventilot 1 e potpolno otvo-

ren. Za sekoja druga vrednost na pritisokot )10( vp bar, zaptivniot element 

5 na ventilot 1 }e se postavi vo nekoja me|upozicija, proporcionalno na vi-

sinata na pritisokot pv. 

Da se nacrta blok-dijagramot za pnevmatski upravuvaniot ventil so propor-

cionalno dejstvo, da se ozna~at site elementi od sistemot, i da se identifi-

kuvaat vlezot i izlezot na sistemot. 
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Slika 1.32.   Skica na pnevmatski upravuvan ventil so proporcionalno dejstvo 

 

Re{enie: So pomo{ na nekoj dopolnitelen ured, ili direktno od samiot 

tehnolo{ki proces, se generira vozduh pod pritisok vo granici od 

)10( vp bar (nadpritisok). Ovoj vozduh pod pritisok se doveduva na gornata 

strana od membranskiot cilindar 4 (slika 1.32). Silata od pritisokot, koja 

{to se sozdava na membranata 10, se sprotivstavuva na silata na pru`inata 11. 

Vo stacionarna sostojba, pri opredelen pritisok vp , pozicijata na zaptiv-

niot element 5 e fiksirana, bidej}i i dvata priklu~oka na komorite na mem-

branskiot cilindar 2 se blokirani preku rasporednikot 3. 

So nagolemuvawe na pritisokot vp , to~kata E od lostot 8 se pomestuva vo po-

zicija E . To~ka na rotacija na lostot 8 e to~kata C, bidej}i vo toj moment 

podiga~ot 6 i zaptivniot element 5 se blokirani so membranskiot cilindar 

2, kako {to e prika`ano na slika 1.33. 
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Slika 1.33.   Skica na po~etno pomestuvawe na lostot 8 

 

Pomestuvaweto na lostot 8 }e predizvika pomestuvawe na klip~eto 9 od ras-

porednikot 3, prema dolu, za pozicija ,

Dz , odnosno: 

 , 1

1 2

D E

l
z z

l l
 


 (1.19) 

So ova pomestuvawe na klip~eto 9 se otvora kanalot A i pritisokot se dove-

duva vo dolnata komora od membranskiot cilindar 2, a so toa podiga~ot 6 i 

zaptivniot element 5 }e se zadvi`at prema gore za pozicija ,,

Dz  (slika 1.34). 

 

 
 

Slika 1.34.   Skica na povratno pomestuvawe na lostot 8 

 

Na slikite 1.33 i 1.34 pomestuvawata na lostot 8 se pretstaveni so pravi li-

nii i vo oblik na triagolnici, so cel da se uprosti presmetkata. Toa e dozvo-

leno poradi mnogu malite pomestuvawa na lostot 8 i ovaa aproksimacija se 

poka`ala kako dovolno to~na vo prakti~na primena. Imeno, lostot 8, vo 

praksa ne se pomestuva skokovito, kako {to e toa prika`ano na slikite 1.33 i 

1.34, tuku negovoto dvi`ewe e kvazi kontinuirano, soglasno objasnetata logi-

ka na dvi`ewe. 

Dvi`eweto na podiga~ot 6 i zaptivniot element 5 }e prodol`i se dodeka po-

mestuvaweto ,,

Dz  na klip~eto 9 od rasporednikot 3 ne se izedna~i so po~etnoto 



1.  Terminologija na upravuva~kite sistemi 
 

33 

pomestuvawe ,

Dz , odnosno dodeka ne se blokiraat kanalite A i B od raspored-

nikot 3. Po zavr{uvaweto na ova dvi`ewe, postignata e nova pozicija na zap-

tivniot element 5 vo ventilot 1, koja {to korespondira na visinata na priti-

sokot vp  vo membranskiot cilindar 4. 

Spored toa, so promena na nadpritisokot vp  vo granici  )10( vp bar, mo`e 

da se postigne bilo koja pozicija (proporcionalno na visinata na nadpriti-

sokot vp ) na zaptivniot element 5 vo ventilot 1 od negovata krajno zatvorena 

do negovata krajno otvorena pozicija. Na ovoj na~in mo`e da se kontrolira 

goleminata na proto~nata povr{ina na ventilot 1, a so toa }e vide kontroli-

ran protokot iQ  na fluidot koj{to protekuva niz ventilot. 

Vrz osnova na objasnuvaweto na na~inot na funkcionirawe na pnevmatski 

upravuvaniot ventil so proporcionalno dejstvo (slika 1.32) i so analizata na 

osnovnite golemini i elementi mo`e da se nacrta blok-dijagramot za ovoj 

upravuva~ki sistem, koj {to e prika`an na slika 1.35. 

 

 

Slika 1.35.   Blok-dijagram za pnevmatski upravuvaniot ventil so proporcionalno dejstvo 

 

Spored toa, vlezna golemina za ovoj upravuva~ki sistem }e bide visinata na 

nadpritisokot vp , odnosno vx p , a izlezna golemina }e bide pozicijata na 

zaptivniot element 5, odnosno y z , so koja {to direktno se kontrolira go-

leminata na protokot na fluidot niz ventilot 1 - iQ . 
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                     VTORA   
GLAVA 

 

 

 

 

2.   MATEMATI^KI MODELI NA  
FIZI^KI SISTEMI 

 

 

Matemati~kite modeli na fizi~kite sistemi, bez ogled na toa dali se raboti 

za elektri~ni, mehani~ki ili sistemi od druga priroda, se postavuvaat 

koristej}i gi osnovnite zakoni na fizikata.  

Sekoj fizi~ki, odnosno upravuva~ki sistem mo`e teoretski da bide opi{an 

so matemati~ki ravenki. Re{enieto na ovie ravenki go pretstavuva odnesu-

vaweto na sistemot. ^estopati, do re{enieto na matemati~kiot model se 

stignuva mnogu te{ko, a ponekoga{ toa ne e mo`no. Vo takvi slu~ai e pot-

rebno da se napravat odredeni poednostavuvawa pri matemati~koto 

opi{uvawe. Za golem broj na upravuva~ki sistemi ovie poednostavuvawa vo-

dat kon opis na sistemite so obi~ni linearni diferencijalni ravenki.  

Vo matemati~kata i tehni~kata literatura detalno e dadena tehnikata na 

re{avawe na ovie ravenki. 

Poradi toa, vo ovaa kniga }e bidat razgleduvani samo fizi~ki sistemi koi 

mo`at da bidat opi{ani so matemati~ki model sostaven od obi~ni linearni 

diferencijalni ravenki. 
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2.1.  Mehani~ki sistemi 

Mehani~kite sistemi se sostaveni od tela koi se dvi`at pod dejstvo na sili 

ili momenti. Brojot na nezavisno promenlivite, koj e potreben da se opi{e 

vo celost dvi`eweto na sekoj del od sistemot, go opredeluva stepenot na slo-

boda na sistemot. 

Vo prodol`enie }e bide primeneta metodologija na opredeluvawe na difer-

encijalnite ravenki, koi gi opi{uvaat mehani~kite sistemi, a koja se bazira 

na analogijata so elektri~nite mre`i, {to podrazbira crtawe na ekviva-

lentna mehani~ka {ema. 

Analognite sistemi pretstavuvaat razli~na fizi~ka interpretacija na eden 

matemati~ki model. Elektri~na analogija na mehani~ki sistem e elektri~en 

sistem ~ii ravenki se sovpa|aat po oblik so ravenkite na mehani~kiot sis-

tem. 

Postojat dve elektri~ni analogii na mehani~kite sistemi [DJ]: 

I.   “i - f “  -  elektri~na analogija (strujata - i e analogna na silata - f ) 

II.  “u - f “ - elektri~na analogija (naponot - u e analogen na silata - f ) 

Spored vidot na dvi`eweto na sostavnite delovi, mehani~kite sistemi mo`e 

da se podelat na: 

- translacioni sistemi, kaj koi site sostavni delovi se dvi`at samo 

pravoliniski, 

- rotacioni sistemi, ~ii elementi samo rotiraat i 

- kombinirani: translaciono-rotacioni sistemi. 

 

2.1.1.  Translacioni mehani~ki sistemi 

Postojat ~etiri tipa na elementi od koi se sostaveni mehani~kite transla-

cioni sistemi. 

1.   Masa, so koja se pretstaveni inercijalnite osobini na mehani~kiot sis-

tem. Masata - M (kg) vo ekvivalentnata mehani~ka {ema }e bide prika`ana so 

simbolot daden na slika 2.1.a. Treba da se napomene deka pozicijata na masata 

sekoga{ da bide dadena vo apsolutna vrednost. 
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Poradi toa, edniot kraj na simbolot sekoga{ }e bide povrzan so referntnoto 

nivo, odnosno referentnata ramnina so pozicija "0". 

Inercijalnata sila - fM (N) na masata se presmetuva spored Wutnoviot zakon i 

taa iznesuva: 

 aM
dt

dv
M

dt

xd
MfM 

2

2

 (2.01) 

Kade {to e: 

x (m)  -  pozicija na masata, 

v (m/s)  -  brzina na masata, 

a (m/s
2
)  -  zabrzuvawe na masata. 

 
 a). b).  v). g). 

 

Slika 2.1.  Simboli na elementite od ekvivalentna mehani~ka {ema 

 a). Masa v). Mehani~ki otpornik 

 b). Pru`ina g). Izvor na sila 

 

2. Mehani~ki otpornik (triewe, prigu{uvawe) e idealen element, so kogo 

vo ekvivalentnata mehani~ka {ema se pretstavuva nepovratniot proces na 

pretvorawe (disipacija) na kineti~kata energija vo toplina. Karakteristi-

~en parametar na mehani~kiot otpornik e koeficientot na triewe - B (Ns/m). 

Simbolot na mehani~kiot otpornik, koj se koristi vo ekvivalentnite me-

hani~ki {emi, e prika`an na slika 2.1.b. 

Silata na triewe vo mehani~kiot otpornik se presmetuva spored relativnata 

brzina na kraevite od ovoj element, odnosno: 

   









dt

dx

dt

dx
BvvBf B

21
21  (2.02) 
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3.   Pru`ina e idealen element, so kogo vo ekvivalentnata mehani~ka {ema se 

pretstaveni elasti~nite osobini na mehani~kiot sistem. Karakteristi~en 

parametar na pru`inata e koeficientot na krutost - K (N/m).  

Simbolot za pru`ina vo ekvivalentnite mehani~ki {emi e prika`an na 

slika 2.1.v. 

Silata na pru`inata - fK (N) se presmetuva spored relativnata pozicija na 

dvata kraja od pru`inata, odnosno: 

  21 xxKfK   (2.03) 

4.  Izvor na sila pretstavuva aktiven element vo ekvivalentnata mehani~ka 

{ema, odnosno idealen generator na mehani~ka energija. 

Opi{anite elementi: masa, pru`ina i mehani~ki otpornik pretstavuvaat 

pasivni elementi, bidej}i se vo sostojba da razvivaat vnatre{ni sisli, samo, 

kako reakcija na dejstvoto na nadvore{nite sili. Energijata, koja se sodr`i 

vo niv, ovie elementi mo`at samo me|usebno da ja razmenuvaat ili tro{at. 

Uredite, koi vnesuvaat energija od nadvor vo sistemot, pretstavuvaat aktivni 

elementi ili idealni mehani~ki izvori. 

Simbolot na izvorot na sila e prika`an na slika 2.1.g. 

Edniot kraj od simbolot za izvor na sila obavezno se povrzuva so referent-

nata ramnina. 

Pred da se napi{at diferencijalnite ravenki na zadadeniot mehani~ki sis-

tem, prviot ~ekor }e bide crtawe na ekvivalentnata mehani~ka {ema po 

analogija na elektri~nite mre`i. Ovaa {ema se izrabotuva na toj na~in {to 

se povrzuvaat kraevite na onie elementi koi imaat ista pozicija, odnosno 

pomestuvawe. 

Potoa za sekoj jazol ili pozicija se pi{uvaat ravenkite za ramnote`a na 

silite spored Dalamberoviot princip. Ova mo`e da se voop{ti vo prv zakon 

na ekvivalentnite mehani~ki {emi: algebarskiot zbir na silite, koi 

dejstvuvaat vo eden jazol na ekvivalentnata mehani~ka {ema, e ednakov na 

nula. 



2.   Matemati~ki modeli na fizi~ki sistemi 
 

39 

Silite, koi se vo pravec na pozitivnata nasoka na dvi`ewe imaat predznak 

“+“, a silite co sprotivna nasoka imaat predznak “-“. 

Dalamberoviot princip, vo ovoj oblik, e sli~en na I. Kirhofovo pravilo za 

elektri~nite kola. 

Na II. Kirhofov zakon e sli~en vtoriot zakon na ekvivalentnite mehani~ki 

{emi, koj e od kinematska priroda: zbirot na relativnite brzini po 

dol`ina na edna kontura vo ekvivalentnata mehani~ka {ema, e dnakov na 

nula. 

Kaj poslo`enite mehani~ki sistemi po istata postapka mo`e da se konstrui-

raat ekvivalentnite mehani~ki {emi. Ovie {emi se analiziraat vrz osnova 

na dvata zakoni za mehani~kite {emi, na identi~en na~in, kako {to se anal-

iziraat elektri~nite kola vrz osnova na dvata Kirhofovi zakoni. Kako {to 

mo`e, od Kirhofovite zakoni, za analiza na slo`eni elektri~ni kola, da se 

izvedat metodite na konturni strui i potencijali vo jazlite, isto taka, mo`e 

vrz osnova na dvata zakoni za ekvivalentnite mehani~ki {emi, za 

poslo`enite mehani~ki sistemi, da se izvede metodata na konturni sili i me-

todata na brzina vo jazlite. Na ovoj na~in, postapkata za analiza na 

poslo`enite mehani~ki sistemi se skratuva i istovremeno stanuva popre-

gledna. 

 

Zada~a 2.1. Za mehani~kiot sistem prika`an na slika 2.2. da se nacrta ekvi-

valentnata mehani~ka {ema i da se napi{e matemati~kiot model na sistemot, 

ako promenata na silata e vlezna golemina: )()( txtf  , a promenata na pozici-

jata na masata e izlezna golemina: )()(2 tytx  . 

 

 

Slika 2.2.   Skica na mehani~ki sistem 
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Re{enie:   Ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot mehani~ki sistem e 

prika`ana na slika 2.3. 

NAPOMENA:  Pri crtaweto na ekvivalentnata mehani~ka {ema edniot kraj 

od simbolot za izvor na sila i simbolot za masa sekoga{ trba da bide povrzan 

so referentnoto nivo "0". Kraevite na simbolite na drugite elementi se 

povrzuvaat so jazlite koi imaat ista pozicija, ili so referentnoto nivo, ako 

toj element e povrzan so referentnata ramnina. 

 
Slika 2.3.  Ekvivalentna mehani~ka {ema 

 

Matemati~kiot model so koj se opi{uva dinamikata na dadeniot translacio-

nen mehani~ki sistem se dobiva direktno od ekvivalentnata mehani~ka {ema. 

Toj se sostoi od dve diferencijalni ravenki, {to zavisi od stepenite na slo-

boda na sistemot, odnosno za sekoj jazol posebno po edna diferencijalna ra-

venka. 

Pritoa, silite so koi dejstvuvaat komponentite vo razgleduvaniot jazol, so 

promena na pozicijata za istiot, se zemaat so pozitiven znak, a silite so koi 

dejstvuvaat komponentite, koi toj jazol go povrzuvaat so sosednite jazli, so 

promena na pozicijata na sosednite jazli, se zemaat so negativen znak. 

Od desnata strana na ravenkata se vnesuvaat aktivnite sili, koi dejstvuvaat 

vo toj jazol, a ako takvi nema toga{ se pi{uva 0. 

Pritoa e usvoeno linearniot operator na diferencirawe skrateno da se oz-

na~uva na sledniot na~in: 

 
dt

d
D

def

        
i

idef
i

dt

d
D       (2.1) 
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Spored toa, diferencijalnite ravenki za ovoj sistem }e bidat: 

Jazol 1:  )(21 tfKxKx    (2.2.a) 

Jazol 2:   012

2  KxxKBDMD  (2.2.b) 

Spored terminologijata na upravuva~kite sistemi ovoj sistem treba da se 

analizira na toj na~in {to, vlezna golemina e )()( tftx  , a izlezna golemina e 

)()( 2 txty  , kako {to e prika`ano na slika 2.4. 

 
 

Slika 2.4.  Blok-dijagram na sistemot 
 

Matemati~kiot model vo baraniot oblik se dobiva od sistemot na diferenci-

jalni ravenki (2.2). 

Od ravenka (2.2.a) sleduva: 

 )(
1

21 tf
K

xx   (2.3) 

So zamena na ravenka (2.3) vo ravenkata (2.2.b) i so nejzino sreduvawe se dobi-

va: 

   )(2

2 tfxBDMD   (2.4) 

odnosno: 

 )(2

2

2

2

tf
dt

dx
B

dt

xd
M   (2.5) 

 

Zada~a 2.2. Na slika 2.5 e prika`an uprosten model na edno vozilo. 

Voziloto se dvi`i dolgo vreme po ramen pat so konstantna brzina i vo mo-

mentot 0t naiduva na neramnina na patot. 

Da se opredeli matemati~kiot model na voziloto so koj se opi{uva vertikal-

noto pomestuvawe na voziloto -  ty  vo zavisnost od promenata na profilot na 

patot -  tx , ako e dadeno: )( 1000 kgM  , 312 10  ( / )B Ns m  , 320 10  ( / )K N m  . 
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Slika 2.5.  Uprosten model na vozilo 

 

Re{enie: Najnapred se crta ekvivalentnata mehani~ka {ema za modelot na 

voziloto, i taa e prika`ana na slika 2.6. 

Od ekvivalentnata mehani~ka {ema se pi{uva simultaniot sistem od difer-

encijalni ravenki za sekoj od jazlite: 

Jazol 1:     )(tfyKBDxKBD   (2.7.a) 

Jazol 2:     02  xKBDyKBDMD  (2.7.b)  

 
 

Slika 2.6.  Ekvivalentna mehani~ka {ema na vozilo 

 

Od diferencijalnata ravenka (2.7.b) direktno se dobiva baraniot  oblika na 

matemati~kiot model na voziloto: 

    xKBDyKBDMD 2  (2.8) 

Naj~est oblik na matemati~kite modeli na fizi~kite sistemi e koga ~lenot 

so najgolemiot izvod na nezavisno promenlivata golemina (izlezot od siste-

mot) e so koeficient 1.  Spored toa, ravenkata (2.8) se deli so M, od kade se 

dobiva: 
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 x
M

K
D

M

B
y

M

K
D

M

B
D 

















2  (2.9) 

Ako se zamenat zadadenite vrednosti za parametrite na sistemot kone~no se 

dobiva matrmati~kiot model, koj {to go opi{uva vertikalnoto dvi`ewe na 

voziloto - )(ty  vo zavisnost od neramninite na patot - )(tx : 

    2 12 20 12 20D D y D x     (2.10) 

odnosno: 

 
2

2
12 20 12 20

d y dy dx
y x

dt dx dt
     (2.11) 

 

Zada~a 2.3. Na slika 2.7 e prika`ana uprostena skica na seizmograf so koj 

se meri radijalnoto pomestuvawe na tloto pri zemjotres. 

Pomestuvaweto se prika`uva so relativnata promenliva: 

 )()()( tztxty   (2.12) 

Da se nacrta ekvivalentnata mehani~ka {ema ako masata na kutijata se zane-

mari )0( 0 M  i da se opredeli matemati~kiot model na sistemot ako e 

)(tx vlez, a )(ty e izlez za dadeniot mehani~ki sistem. 

Slika 2.7.  Skica na seizmograf 

 

Pomestuvaweto se prika`uva so relativnata promenliva: 

 )()()( tztxty   (2.12) 
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Da se nacrta ekvivalentnata mehani~ka {ema ako masata na kutijata se zane-

mari )0( 0 M  i da se opredeli matemati~kiot model na sistemot ako e 

)(tx vlez, a )(ty e izlez za dadeniot mehani~ki sistem. 

 

Re{enie: Ekvivalentnata mehani~ka {ema za seizmografote prika`ana na 

slika 2.8. 

 
 

Slika 2.8.  Ekvivalentna mehani~ka {ema za seizmograf 

 
 

Se pi{uvaat diferencijalnite ravenki za sekoj od jazlite: 

Jazol 1:       fzkBDxkBD    (2.13.a) 

Jazol 2:      02  xkBDzkBDMD  (2.13.b) 

Od izrazot za relativnoto pomestuvawe (2.12) sledi: 

 )()()( tytxtz   (2.14) 

Ako ravenka (2.14) se zameni vo ravenka (2.13.b) i so nejzino sreduvawe se do-

biva: 

   xMDyKBDMD 22   (2.15) 

Ravenkata (2.15) se deli so vrednosta na masata M za da se dobie vo oblik: 

 xDy
M

K
D

M

B
D 22 








  (2.16) 

odnosno: 

 
2

2

2

2

dt

xd
y

M

K

dt

dy

M

B

dt

yd
  (2.17) 
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Ravenkata (2.17) mo`e da se napi{e vo op{t oblik: 

 
2

2

012

2

dt

xd
ya

dt

dy
a

dt

yd
  (2.18) 

Kade {to se: 
M

K
a

M

B
a  01        ;  

koeficienti na matemati~kiot model. 

 

Zada~a 2.4. Na slika 2.9 e prika`an mehani~ki sistem sostaven od dva ele-

menta so masi 1M  i 2M . Elementot so masa 2M  oscilira pod dejstvo na nad-

vore{no promenlivo optovaruvawe koe se doveduva na elementot so masa 1M . 

a).  Da se nacrta ekvivalentnata mehani~ka {ema. 

b).  Da se opredeli matemati~kiot model za sistemot ako vlez za dadeniot 

sistem pretstavuva silata: )()( txtf  , a izlez e pozicijata na elementot 

so masa 2M : )()(2 tytx  . 

 
Slika 2.9:  Skica na translacionen mehani~ki sistem 

 

Re{enie: a).  Sistemot mo`e poednostaveno da se pretstavi kako {to e 

prika`ano na slika 2.10.  
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Slika 2.10.   Poednostavena skica na mehani~kiot sistem 

 

Vrz osnova na slika 2.10 se crta ekvivalentnata mehani~ka {ema na sistemot 

(slika 2.11). 

 

Slika 2.11.   Ekvivalentna mehani~ka {ema za mehani~kiot sistem 

 

b).  Matemati~kiot model koj go opi{uva dadeniot sistem }e bide prezenti-

ran so sistemot od diferencijalni ravenki: 

 Jazol 1:      )(211111

2

1 tfxKDBxKDBDM   (2.19.a) 

 Jazol 2:     011122121

2

2  xKDBxKKDBDBDM  (2.19.b) 

Od sistemot na diferencijalni ravenki (2.19) se dobiva baraniot oblik na 

matemati~kiot model na mehani~kiot sistem, koga e vlez )()( txtf  , a izlez e 

)()(2 tytx  , kako {to e prika`ano na slika 2.12. 
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Slika 2.12.  Blok-dijagram na mehani~kiot sistem 

 

Od ravenka na sistemot (2.19.b) sledi: 

 
   

2

11

2121

2

2
1 x

KDB

KKDBBDM
x




  (2.20) 

So zamena na ravenka (2.20) vo ravenka (2.19.a) i so nejzino sreduvawe se do-

biva: 

     2

21122111

3

122111

4

21 DBBKMKMKMDBMBMBMDMM  

      fKDBxKKDKBKB 112211221   (2.21) 

So delewe na ravenka (2.21) so koeficientot 21MM  se dobiva kone~niot ob-

lik na baraniot matemati~ki model: 

     fbDbxaDaDaDaD 01201

2

2

3

3

4   (2.22) 

odnosno: 

 fb
dt

df
bxa

dt

dx
a

dt

xd
a

dt

xd
a

dt

xd
0120

2
12

2

2

23

2

3

34

2

4

  (2.23) 

Kade {to se: 

 
21

122111
3

MM

BMBMBM
a


  

 
21

21122111
2

MM

BBKMKMKM
a


  

 
21

1221
1

MM

KBKB
a


  (2.24) 

 
21

21
0

MM

KK
a   

 
21

1
1

MM

B
b  ; 

21

1
0

MM

K
b   

koeficienti za dadeniot matemati~ki model. 
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Zada~a 2.5. Da se opredeli matemati~kiot model za translacioniot me-

hani~ki sistem prika`an na slika 2.13. 

 
Slika 2.13.   Skica na mehani~ki sistem 

 

Re{enie: Ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot mehanizam e prika-

`ana na slika 2.14: 

 

 
Slika 2.14.   Ekvivalentna mehani~ka {ema 

 

Matemati~kiot model so koj se opi{uva dinamikata na dadeniot mehani~ki 

sistem se dobiva direktno od ekvivalentnata mehani~ka {ema so pi{uvawe na 

ravenkite za sekoj jazol posebno: 

Jazol 1: fxKxK  1101  (2.25.a) 

Jazol 2:   02101111

2

1  DxBxKxKDBDM  (2.25.b) 

Jazol 3:    032112221

2

2  xKDxBxKDBBDM  (2.25.v) 

Jazol 4:   022323

2

3  xKxKDBDM  (2.25.g) 
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Zada~a 2.6. Za prika`aniot mehanizam (slika 2.15) da se opredeli matema-

ti~kiot model na sistemot za vlez: )()( tftx   i izlez: )()( 2 txty  , ako e 

BB 31  . 

 
 

Slika 2.15.   Skica na translacionen mehani~ki sistem 

 

Re{enie: Ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot mehanizam }e bide 

(slika 2.16): 

 
 

Slika 2.16.   Ekvivalentna mehani~ka {ema na mehanizmot 

 

Sistemot od simultani diferencijalni ravenki so koj se opi{uva dadeniot 

mehani~ki sistem e: 

Jazol 1:    )(2111

2 tfDxBxKDBBMD   (2.26.a)  

Jazol 2:    01121

2  DxBxKDBBMD  (2.26.b) 

Od ravenka (2.26.b) sledi: 

 2

2

1
3

4
x

BD

KBDMD
x


  (2.27) 
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So zamena na ravenka (2.27) vo ravenka (2.26.a) i so nejzino sreduvawe se do-

biva: 

   BDfxDBxKBDMD 394 2

22

2

22   (2.28) 

Ako ravenkata (2.28) se podeli so 2M  se dobiva baraniot oblik na matema-

ti~kiot model na sistemot: 

  4 3 2

3 2 1 0 2 1D a D a D a D a x b Df      (2.29) 

odnosno: 

 
dt

df
bxa

dt

dx
a

dt

xd
a

dt

xd
a

dt

xd
120

2
12

2

2

23

2

3

34

2

4

  (2.30) 

Kade {to se: 

 
M

B
a

8
3  ; 

2

2

2

72

M

BMK
a


 ; 

21

8

M

BK
a  ; 

 
2

2

0
M

K
a  ;  

21

3

M

B
b   (2.31) 

 

Zada~a 2.7. Na slika 2.17 e prika`ana skica na translacionen mehani~ki 

 sistem. 

 
 

Slika 2.17.   Skica na translacionen mehani~ki sistem 
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Silata od hidrauli~niot cilindar fh(t) ja zadvi`uva plo~ata so masa M1. 

Da se opredeli matemati~kiot model so koj se opi{uva dinamikata na daden-

iot mehani~ki sistem. 

 

Re{enie: Najprvo se crta ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot me-

hani~ki sistem (slika 2.18). 

 
 

Slika 2.18.   Ekvivalentna mehani~ka {ema za mehani~kiot sistem 

 

Sistemot od simultani diferencijalni ravenki so koj se opi{uva dvi`eweto 

na dadeniot mehani~ki sistem }e bide: 

Jazol 1:        )(22212121

2

1 tfxKDBxKKDBBDM h  (2.32.a) 

Jazol 2:          033312223232

2

2  xKDBxKDBxKKDBBDM  (2.32.b) 

Jazol 3:     0233333

2

3  xKDBxKDBDM  (2.32.v) 

 

 

Zada~a 2.8. Na slika 2.19 e prika`ana skica na translacionen mehani~ki 

 sistem. 

a). Da se nacrta ekvivalentnata mehani~ka {ema na sistemot. 

b). Da se opredeli matemati~kiot model na sistemot. 
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Slika 2.19.   Skica na mehani~ki sistem 

 

Re{enie: a).  Ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot mehani~ki sis-

tem e prika`ana na slika 2.20. 

 

 

Slika 2.20.   Ekvivalentna mehani~ka {ema za mehani~kiot sistem 

 

Karakteristi~no za ovoj mehani~ki sistem e postoeweto na lostot AOB. Toj se 

prika`uva vo ekvivalentnata mehani~ka {ema na toj na~in {to prviot del od 

mehani~kiot sistem oddava sila 1f  (pasivna sila) vo to~kata A. Silata )(1 tf  

se transformira, po praviloto na lost, vo sila )(2 tf , koja pretstavuva izvor 

na sila (aktivna sila) za vtoriot del od mehani~kiot sistem. 
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Slika 2.21.  Odnos na silite i poziciite na lostot 

 

Od uslovot za ramnote`a na momentite na lostot AOB (slika 2.21) silite  

)(1 tf  i )(2 tf  se povrzani so relacijata:  

 2211 lflf   (2.33) 

odnosno: i
l

l

f

f


1

2

2

1 ;      21 fif   (2.34) 

Od uslovot za sli~nost na triagolnicite AOA' i BOB' na slika 2.21 (za mali 

pomestuvawa) sledi: 

 
il

l

x

x 1

2

1

3

2   (2.35) 

odnosno: 23 xix   (2.36) 

Spored toa, matemati~kiot model so koj se opi{uva dinamikata na ovoj me-

hani~ki sistem }e bide: 

Jazol 1:     )(100000 tfxKDBxKDB   (2.37.a) 

Jazol 2:        02100011010

2

1  xKxKDBxKKDBBDM  (2.37.b) 

Jazol 3: )(11121 tfxKxK   (2.37.v) 

Jazol 4:     )(2422322 tfxKDBxKDB   (2.37.g) 

Jazol 5:        032243232

2

2  xKDBxKKDBBDM  (2.37.d) 

 21 fif   (2.37.|) 

 23 xix   (2.37.e) 
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2.1.2.  Rotacioni mehani~ki sistemi 

 

Rotacionite mehani~ki sistemi, isto taka, sodr`at ~etiri osnovni tipovi na 

elementi, kako kaj translacionite mehani~ki sistemi. Pritoa mo`e da se vo-

vede kompletna analogija so translacionite mehani~ki sistemi, kako vo 

na~inot na sostavuvawe na ekvivalentnata mehani~ka {ema, taka i vo na~inot 

na opredeluvawe na matemati~kiot  model na sistemot, odnosno sistemot od 

diferencijalni ravenki. 

Vo tabela 2.1. e prezentirana analogijata na goleminite i parametrite 

pome|u translacionite i rotacionite mehani~ki sistemi. 

 

 

Tabela 2.1.   Analogija pome|u translacionite i rotacionite mehani~ki sistemi 

 

Translacioni mehani~ki sistemi Rotacioni mehani~ki sistemi 

Oznaka Naziv Dimenzija Oznaka Naziv Dimenzija 

M Masa kg J Moment na  
inercija 

kgm
2
/rad 

B Koeficient na 
triewe 

Ns/m BT Koeficient na ro-
tacio triewe 

Nms/rad 

K Koeficient na 
krutost 

N/m KT Koeficient na 
torziona krutost 

Nm/rad 

x Pozicija m  Agolna pozicija rad 

v Brzina m/s  Agolna brzina rad/s 

a Zabrzuvawe m/s
2
   Agolno zabrzuvawe rad/s

2
 

f Sila N TT Torzionen moment Nm 
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Na slika 2.21 se prika`ani simbolite na elementite, koi se koristat za ro-

tacionite mehani~ki sistemi, vo ekvivalentnite mehani~ki {emi. 

 

 

 a) b) v) g) 

 

Slika 2.21.  Simboli na elementite od ekvivalentna mehani~ka {ema 

 a). Moment na inercija v). Rotacionen mehani~ki otpornik 

 b). Torziona pru`ina g). Izvor na vrte`en moment 

 

Analogno na translacionite mehani~ki sistemi (glava 2.1.1.) torzionite 

(vrte`nite) momenti na poedinite komponenti se presmetuvaat na sledniot 

na~in: 

1.   Inercijalen torzionen moment - TJ (Nm) na telo so moment na inercija - J 

 (slika 2.21.a): 

 


J
dt

d
J

dt

d
JTJ 

2

2

 (2.38) 

2. Momentot na triewe vo rotacioniot mehani~ki otpornik se presmetuva 

spored relativnata agolna brzina na kraevite od ovoj element (slika 

2.21.b): 

   21
21 











 TTB B

dt

d

dt

d
BT  (2.39) 

3. Momentot od torzionata pru`ina - TK (Nm) se presmetuva spored relativ-

nata agolna pozicija na dvata kraja od pru`inata (slika 2.21.v): 

   21   TK KT  (2.40) 

 



2.  Matemati~ki modeli na fizi~ki sistemi 
 

56 

Drugite dopolnitelni objasnuvawa za primenata na metodata so ekvivalentna 

mehani~ka {ema, koi bea dadeni za translacionite mehani~ki sistemi, ana-

logno va`at i za rotacionite mehani~ki sistemi. 

 

Zada~a 2.9. Dadeniot rotacionen mehani~ki sistem (slika 2.22.) e del od eden 

sistem na avtomatsko upravuvawe i slu`i da gi prenese vrte`ite od to~kata A 

do to~kata C, preku elasti~na vrska so koeficient na torziona krutost KT. 

Momentot na inercija e J, a koeficientot na triewe e BT. Trieweto pome|u 

vratiloto i le`i{tata da se zanemari. 

Da se opredeli matemati~kiot model na ovoj sistem ako e vlez:  agolnata po-

zicija - )(1 t , a izlez:  agolnata pozicija - )(2 t . 

 

 

Slika 2.22.  Skica na rotacionen mehani~ki sistem 

 

Re{enie: Ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot sistem e (sl. 2.23): 

 
Slika 2.23.   Ekvivalentna mehani~ka {ema na sistemot 
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Sistemot od ravenki so koj se opi{uva dadeniot mehani~ki sistem }e bide: 

Jazol 1: TTT TKK  21   (2.40.a) 

Jazol 2:   012

2   TTT KKDBJD  (2.40.b) 

Baraniot oblik na matemati~kiot model direktno se dobiva od ravenka 

(2.40.b): 

   12

2  TTT KKDBJD   (2.41) 

Ako ravenkata (2.41) se podeli so J se dobiva: 

 12

2 
J

K

J

K
D

J

B
D TTT 








  (2.42) 

odnosno: 

 12
2

2

2

2




J

K

J

K

dt

d

J

B

dt

d TTT   (2.43) 

 

Zada~a 2.10. Na slika 2.24 e pretstaven uprosten model na frikciona 

ko~nica. Taa se sostoi od dva diska koi se trijat pome|u sebe. Edniot disk e 

povrzan so nepodvi`nata (referentnata) ramnina.  Drugiot disk e povrzan so 

pogonskata ma{ina, ~ii vrte`en moment treba da se meri. Pri toa e zemena 

predvid elasti~nosta na vrskite i trieweto vo le`i{tata na diskovite. 

 
Slika 2.24.   Uprostena skica na frikciona ko~nica 

 

a). Da se nacrta ekvivalentnata mehani~ka {ema na sistemot. 

b). Da se opredeli matemati~kiot model na sistemot ako e )(tTT  - vlez, a )(3 t  

- izlez. 
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Re{enie: a).   Ekvivalentnata mehani~ka {ema za mehanizmot na frikcio-

na ko~nica e prika`an na slika 2.25. 

b).   Najprvo se postavuvaat ravenkite vo jazlite: 

Jazol 1: )(21,11, tTKK TTT    (2.44.a) 

Jazol 2:    033,11,21,3,1,

2

1   DBKKDBBDJ TTTTT  (2.44.b) 

Jazol 3:    023,32,3,2,

2

2   DBKDBBDJ TTTT  (2.44.v) 

 
 

Slika 2.25.    Ekvivalentna mehani~ka {ema na frikciona ko~nica 

 

So sreduvawe na sistemot od ravenki (2.44) se dobiva baranata forma na ma-

temati~kiot model na sistemot: 

   










 D

B

BBBBBBKJ
D

B

BBJBBJ
D

B

JJ

T

TTTTTTT

T

TTTT

T 3,

3,1,3,2,2,1,2,12

3,

3,1,23,2,13

3,

21

 
)(3

3,

2,2,1,
tT

B

KBB
T

T

TTT





   (2.45) 

Ako se podeli ravenkata (2.45) so izrazot 
3,

21

TB

JJ
, kone~no se dobiva: 

   )(0301

2

2

3 tTbaDaDaD T   (2.46) 

odnosno: 

 )(030

3

12

3

2

23

3

3

tTba
dt

d
a

dt

d
a

dt

d
T 


 (2.47) 
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Kade {to, koeficientite na sistemot  se: 

 
   

21

3,1,23,2,1

2
JJ

BBJBBJ
a

TTTT 
  

 
21

3,1,3,2,2,1,2,1

1
JJ

BBBBBBKJ
a

TTTTTTT 
  (2.48) 

 
 

21

2,2,1,

0
JJ

KBB
a

TTT 
 ;   

21

3,

0
JJ

B
b

T
  

 

Zada~a 2.11. Na slika 2.26 e pretstaven cilindar so moment na inercija J1, koj 

se vrti vo {upliv cilindar so moment na inercija J2. Viskoznoto triewe 

pome|u cilindrite e BT,1, a masata. odnosno momentot na inercija J3 da se za-

nemari ( 03 J ). 

 
Slika 2.26.   Skica na rotacionen mehani~ki sistem 

 

a).   Da se skicira ekvivalentnata mehani~ka {ema. 

b).   Da se opredelat ravenkite koi go so~inuvaat matemati~kiot model na 

sistemot. 

 

Re{enie: a).  Ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot rotacionen me-

hani~ki sistem e (slika 2.27): 
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Slika 2.27.   Ekvivalentna mehani~ka {ema na sistemot 

 

b).  Se opredeluvaat ravenkite za poedinite jazli od ekvivalentnata meha-

ni~ka {ema: 

Jazol 1: TTT TKK  11,01,   (2.49.a) 

Jazol 2:   032,21,01,12,1,1,

2

1   TTTTTT KDBKKKDBDJ  (2.49.b) 

Jazol 3:    011,22,1,

2

2   DBDBBDJ TTT  (2.49.v) 

Jazol 4:   012,32,3,   TTT KKDB  (2.49.g) 

 

Zada~a 2.12. Na slika 2.28 e prika`an dvostepen reduktor izveden so ci-

lindri~ni zap~enici so pravi zapci. 

 
Slika 2.28.   Skica na dvostepen reduktor 
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Reduktorot e kruto povrzan so ma{ina, koja se sostoi od rotira~ka masa so 

moment na inercija JL, a vkupniot koeficient na triewe vo ma{inata iznesu-

va BL, kako {to e prika`ano na slika 2.29. 

 
Slika 2.29.   Skica na optovaruvaweto na reduktorot 

 

Da se opredeli matemati~kiot model na dadeniot reduktor ako vlez e 

vrte`niot moment - T(t), a izlez e agolnata pozicijata na vratiloto (3) - )(3 t . 

Pri toa da se zanemari elasti~nosta na vratilata i trieweto pome|u 

zap~enicite i masloto za podma~kuvawe, koe {to se nao|a vo ku}i{teto na 

reduktorot, a da se zeme predvid trieweto vo le`i{tata, kako {to e ozna~eno 

na slika 2.28. 

Vovedenite oznaki ozna~ivaat: 

iz  Broj na zapci na zap~enicite, 

 ii D  Agolna brzina na vratilata, 

  21 iii  Prenosen odnos na reduktorot, 

i  Agolna pozicija, 

iB  Koeficient na triewe vo le`i{tata. 

 

Re{enie: Ekvivalentnata mehani~ka mre`a za reduktorot, zaedno so opto-

varuvaweto, prika`ana e na slika 2.30. 
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Slika 2.30.   Ekvivalentna mehani~ka {ema na reduktorot 

 

Od ekvivalentnata {ema se pi{uvaat ravenkite za poedinite jazli: 

Jazol 1: TTDBDJ  1111

2

1   (2.50.a) 

Jazol 2: 23222

2

2 TTDBDJ    (2.50.b) 

Jazol 3:     4333

2

3 TDBBDJJ LL    (2.50.v) 

Prenosnite odnosi na zap~estite parovi mo`e da se izrazat vo oblik: 

 
1

2

2

1

2

1
1

z

z
i 








 (2.51.a) 

 
3

4

3

2

3

2
2

z

z
i 








 (2.51.b) 

Od uslovot za prenos na mo}nost, sleduva: 

 
21

21
1

11

2

11

22

1

2 61
zz

zz

Ti

T

T

T

P

P 
 




 (2.52.a) 

 
43

43

2

32

4

23

34

2

3 61
zz

zz

Ti

T

T

T

P

P 
 




 (2.52.b) 

Kade {to e: 

 i  - stepen na polezno dejstvo na zap~estiot par, 

 )12,0006,0(   -  koeficient na triewe pome|u povr{inite na  

  bokovite na zapcite. 

Od ravenkite (2.51) i (2.52) se dobivaat odnosite: 

 322  i  (2.53.a) 
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 321211  iii   (2.53.b) 

 1112 TiT   (2.54.a) 

 3224 TiT   (2.54.b) 

So zamena na relaciite (2.53) i (2.54) vo sistemot od simultani diferenci-

jalni ravenki (2.50) se dobiva: 

 TDBDJ EKVEKV  33

2   (2.55) 

Kade {to se: 

 
2121

3

11

2
2211

ii

JJ

i

i
JiiJJ L

EKV



  (2.56.a) 

 
2121

3

11

2
2211

ii

BB

i

i
BiiBB L

EKV



  (2.56.b) 

Spored toa, kone~niot oblik na matemati~kiot model na reduktorot, ako e 

vlez pomentot - )(tT , a izlez e agolnata pozicija na vratiloto 3 - )(3 t  }e bide: 

 )(3

2

3

2

tT
dt

d
B

dt

d
J EKVEKV 


 (2.57) 

Vo slu~aj da e potrebno da se analizira promenata na agolnata brzina na vra-

tiloto 3 - )(3 t , odnosno taa da pretstavuva izlezna golemina na sistemot, vo 

zavisnost od promenata na vrte`niot moment - )(tT  (vlezna golemina), toga{ 

direktno od ravenka (2.57) se dobiva baraniot oblik na matemati~kiot model 

na sistemot: 

 )(3

3 tTB
dt

d
J EKVEKV  


 (2.58) 
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2.1.3.  Translaciono - rotacioni sistemi 

 

Zada~a 2.13. Da se opredeli matemati~kiot model so koj se opi{uva odnesu-

vaweto na sledniot translaciono - rotacionen mehani~ki sistem (slika 2.31). 

 

 

 

Slika 2.31.   Skica na translaciono-rotacionen mehani~ki sistem 

 

Re{enie: Ekvivalentnata mehani~ka {ema za dadeniot mehani~ki sistem e 

prika`ana na slika 2.32. 

 

 
 Rotacionen mehani~ki sistem    Translacionen mehani~ki sistem 

 

Slika 2.32.  Ekvivalentna mehani~ka {ema na mehani~kiot sistem 
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Matemati~kiot model za zadadeniot mehani~ki sistem se pi{uva na osnova na 

ekvivalentnata mehani~ka {ema na identi~en na~in kako vo prethodnite 

primeri so napomena deka vrskata pome|u rotacioniot i translatorniot del 

od sistemot e izrazena so ravenkite: 

 rfTr   (2.59) 

 21  rx  (2.60) 

Se pi{uvaat ravenkite za poedinite jazli: 

Jazol 1: TTT TKK  21   (2.61.a) 

Jazol 2:    0122,1,

2  rTTTT TKKDBBJD   (2.61.b) 

Jazol 3: fyKxK  313  (2.61.v) 

Jazol 4:   01333

2  xKyKDBMD  (2.61.g) 

 

 

 

2.2.   Elektri~ni sistemi 

 

Od elektri~nite sistemi }e bidat analizirani ednostavni elektri~ni mre`i 

i nekolku vida na elektromotori. 

 

2.2.1.   Elektri~ni mre`i 

Elektri~nite sistemi vo golem broj slu~ai mo`e da se pretstavat vo oblik na 

elektri~ni mre`i, koi se sostaveni od idealni elementi - pasivni i aktivni. 

Pasivni elementi se: 

1. Otpornik; vo nego se odviva nepovraten proces na pretvorawe na elek-

tri~nata energija vo toplina. Ovoj element go karakterizira parametarot na 

otpornosta - )( R . Naponot na otpornikot i strujata, koja protekuva niz ne-

go, preku Omoviot zakon se povrzani so relacijata: 

 )()( tiRtu   (2.62) 

Simbolot na otpornikot e prika`an na slika 2.33.a. 
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2. Kondenzator; vo nego se akumulira elektri~nata energija. Karakteris-

ti~en parametar na kondenzatorot e kapacitativnosta - C (se meri vo Faradi 

- F). Pod vlijanie na naponot )(tu  na plo~ite na kondenzatorot se akumulira 

elektri~no optovaruvawe )(tq , koe e proporcionalno so naponot: 

 )()( tuCtq   (2.63) 

Elektri~noto optovaruvawe )(tq  i strujata se povrzani so relacijata: 

 
dt

tdq
ti

)(
)(   (2.64) 

odnosno: 

  


tt

diqditq
0

)()0()()(   (2.65) 

Kade {to e: )0(q   -   po~etnoto (vo momentot 0t ) optovaruvawe na kon-

denzatorot. 

Spored toa, naponot i strujata na kondenzatorot }e bidat povrzani so relaci-

jata: 

 
dt

tdu
Cti

)(
)(   (2.66) 

odnosno: 

 

t

di
C

utu
0

)(
1

)0()(   (2.67) 

Kade {to e: )0(u   -  po~etniot napon (vo momentot 0t ) na kondenzatorot. 

Simbolot na kondenzator e prika`an na slika (2.33.b). 

3. Induktiven kalem; vo nego e skoncentrirana magnetnata energija. Mag-

netniot fluks - )(t e proporcionalen na strujata: 

  )()( tiLt   (2.68) 

Konstantniot parametar - L pretstavuva samoinduktivnost (se meri vo Henri 

- H) na kalemot. Koga kalemot e povrzan na napon )(tu , magnetniot fluks vo 

nego se menuva spored relacijata: 

 
dt

td
tu

)(
)(


   (2.69) 
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Spored toa, pome|u naponot i strujata na kalemot postoi relacijata: 

 
dt

tdi
Ltu

)(
)(   (2.70) 

odnosno: 

 

t

du
L

iti
0

)(
1

)0()(   (2.71) 

Kade {to e: )0(i  -  po~etnata struja (vo momentot 0t ) vo kalemot. 

Simbolot za induktiven kalem e prika`an na slika 2.33.v. 

 
 a) b) v) g) d) |) 

 

Slika 2.33.   Simboli na elektri~nite komponenti 

 a)  Otpornik g)  Izvor na konstanten napon 
 b)  Kondenzator d)  Izvor na promenliv napon 
 v)  Induktiven kalem |)  Izvor na struja 

 

Aktivni elementi se: 

1.   Izvor na napon; na ~ii kraevi naponot e opredelen kako funkcija od 

vremeto )(tuu  , nezavisno od strujata niz izvorot. Na slika 2.33.g. e pri-

ka`an simbol na izvor na konstanten napon, a na slika 2.33.d.  e prika`an iz-

vor na promenliv napon. 

2.   Izvor na struja; dava struja koja {to pretstavuva funkcija od vremeto 

)(tii  , nezavisno od naponot na kraevite od izvorot. 

Simbolot za izvor na struja e prika`an na slika 2.33.|. 
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Pod analiza na elektri~nite mre`i se podrazbira opredeluvawe na struite i 

naponite na site elementi vo mre`ata. Ravenkite na elektri~nite mre`i 

mo`e da se dobijat so primena na dvata Krhofovi zakoni: 

 

I.  Algebarskiot zbir na struite koi protekuvaat niz nekoj jazol vo sekoj 

moment e ednakov na nula. 

  0)(  ti
j

j  (2.72) 

Vo ovoj zbir, struite koi vleguvaat vo jazolot imaat predznak “+“, a ovie koi 

istekuvaat imaat predznak “-“. 

 

II. Algebarskiot zbir na naponite vo grankite, zemeni vo opredelena naso-

ka po dol`ina na bilo koja kontura vo elektri~nata mre`a vo sekoj mo-

ment e ednakov na nula. 

  0)(  tu
j

j  (2.73) 

 

Vo poslo`enite slu~ai, namesto Kirhofovite zakoni se upotrebuvaat meto-

data na konturni strui ili metodata na potencijali na jazlite. 

Po prvata metoda, od k-ravenki se opredeluvaat konturnite strui, a od ovie 

ravenki, so prosto algebarsko sobirawe, se opredeluvaat struite vo site 

granki. 

Po vtorata metoda, od l-ravenki se opredeluvaat potencijalite na jazlite, a 

od niv sledat naponite na site elementi, kako razliki na potencijalite na 

jazlite. 

Ovie metodi se izu~uvaat vo elektrotehnika. 
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Zada~a 2.14. Na slika 2.34 e prika`ana edna ednostavna elektri~na mre`a, 

takanare~ena redna RLC - mre`a. Vo po~etniot moment (t = 0) se zatvora pre-

kinuva~ot P. Po~etnite vrednosti na strujata vo kalemot - )0(i  i naponot na 

kondenzatorot - )0(u  se ednakvi na nula. 

Da se opredeli matemati~kiot model na elektri~nata mre`a, ako promenata 

na naponot vo kondenzatorot - )(tu  e vlez, a promenata na strujata vo mre`ata 

- )(ti  e izlez na sistemot. 

 
Slika 2.34.   Redna RLC - elektri~na mre`a 

 

Re{enie: Bidej}i vo elektri~nata mre`a postoi samo edna granka, toga{ 

niz site elementi vo mre`ata te~e ista struja )(ti . Spored II. Kirhofov zakon 

(2.73) sledi: 

 )(tuuuu CLR   (2.74) 

So zamena na relaciite (2.62), (2.67) i (2.70) vo ravenka (2.74) i za 0)0( i , 

0)0( u  se dobiva: 

 )()(
1

0

tudi
Cdt

di
LRi

t

    (2.75) 

So diferencirawe na ravenkata (2.75) se dobiva kone~niot oblik na matema-

ti~kiot model na sistemot: 

 
dt

du
i

Cdt

di
R

dt

id
L 

1
2

2

 (2.76) 
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Zada~a 2.15. Na slika 2.35 e prika`ana paralelna RLC - elektri~na mre`a. So 

otvorawe na prekinuva~ot P, vo  momentot 0t , site elementi vo mre`ata se 

priklu~uvaat na izvorot na struja )(ti . Po~etniot napon vo kondenzatorot i 

po~etnata struja vo kalemot se ednakvi na nula. 

Da se opredeli matemati~kiot model na elektri~nata mre`a ako promenata 

na strujata )(ti  e vlez, a promenata na naponot na koloto )(tu  e izlez na siste-

mot. 

 
Slika 2.35.   Paralelna RLC - elektri~na mre`a 

 

Re{enie: Bidej}i site elementi vo elektri~nata mre`a se priklu~eni na 

ist napon )(tu , toga{ spored I. Kirhofov zakon (2.72) sledi: 

 )(tiiii CLR   (2.77) 

So zamena na relaciite (2.62), (2.64) i (2.71) vo ravenka (2.77) i za 0)0( i , 

0)0( u  se dobiva: 

 )()(
11

0

ti
dt

du
Cdu

L
u

R

t

    (2.78) 

So diferencirawe na ravenkata (2.78) se dobiva matemati~kiot model na sis-

temot: 

 )(
11

2

2

tiu
Ldt

du

Rdt

ud
C   (2.79) 
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Zada~a 2.16. Na slika 2.36 e prika`an eden zabrzuva~ki kompenzator realizi-

ran so RC - elektri~na mre`a.  

Da se najde matemati~kiot model za ovaa mre`a ako promenata na naponot )(tu   

e vlez, a promenata na naponot )(2 tu  e izlez na sistemot. 

Vo po~etniot moment 0t , mre`ata ne e optovarena, odnosno 0)0( i . 

 

 
Slika 2.36.   Elektri~na mre`a na zabrzuva~ki kompenzator 

 

Re{enie: Za delot od elektri~nata mre`a pome|u to~kite A i B spored  

I. Kirhofov zakon (2.72) sledi: 

     )(
1

22

1

tiuu
dt

d
Cuu

R
  (2.80) 

Spored relacijata (2.62) se dobiva: 

 )(
1

)( 2

2

tu
R

ti   (2.81) 

So zamena na ravenka (2.81) vo ravenkata (2.80) i so nejzino sreduvawe se dobi-

va baraniot oblik na matemati~kiot model za dadenata elektri~na mre`a: 

 2

1 1 2

1 1 1
D u D u

CR CR CR

   
      

   
 (2.82) 

odnosno: 

 2
2

1 1 2

1 1 1dudu
u u

dt CR dt CR CR

 
    

 
 (2.83) 
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Zada~a 2.17. Da se opredeli matemati~kiot model za elektri~nata mre`a 

prika`ana na slika 2.37, ako promenata na vlezniot napon )(tu  e vlez, a pro-

menata na naponot )(2 tu  e izlez na sistemot. 

Vo po~etniot moment )0( t  mre`ata ne e optovarena, odnosno 0)0( u  i 

0)0( i . 

 
Slika 2.37.   Skica na RC - elektri~na mre`a 

 

Re{enie: Za delot od elektri~nata mre`a pome|u to~kite A i B spored 

I. Kirhofov zakon sledi: 

    2 1 2

1

1
( )

d
u u C u u i t

R dt
     (2.84) 

Za delot od elektri~nata mre`a pome|u to~kite B i C spored II. Kirhofov za-

kon sledi: 

 )()(
1

2

02

tuRidi
C

t

   (2.85) 

So diferencirawe na ravenkata (2.85) se dobiva: 

 2

2

1
RD i Du

C

 
  

 
 (2.86) 

Ako se opredeli strujata )(ti  od ravenkata (2.86) i toj izraz se zameni vo ra-

venka (2.84), so nejzino sreduvawe se dobiva: 

2 2

2

1 1 2 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1
D D u D D u

R C R C R C R R C C R C R C R R C C

      
             
      

   (2.87) 
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odnosno, kone~niot oblik na baraniot matemati~ki model }e bide: 

 ub
dt

du
b

dt

ud
ua

dt

du
a

dt

ud
012

2

20
2

12

2

2

  (2.88) 

Kade {to koeficientite na sistemot se: 

 
122211

1

111

CRCRCR
a   

 0

2121

0

1
b

CCRR
a   

2211

1

11

CRCR
b   

 

Zada~a 2.18. Da se opredeli matemati~kiot model za elektri~nata mre`a 

prika`ana na slika 2.38, ako promenata na vlezniot napon )(tu  e vlez, a pro-

menata na naponot )(2 tu  e izlez na sistemot. 

Vo po~etniot moment )0( t  mre`ata ne e optovarena, odnosno 0)0( u . 

 

Re{enie: Elektri~nata mre`a e sostavena od dve me|usebno povrzani zat-

voreni konturi.  Zaedni~ki element pome|u dvete konturi e kondenzatorot 

1C , pa zatoa pri presmetkata na naponot na negovite kraevi }e bide merodavna 

razlikata na struite {to protekuvaat vo poedinite konturi. 

Se pi{uva II. Kirhofov zakon za I. kontura: 

  1 1 1 2

1 0

1
( ) ( ) ( )

t

R i i i d u t
C

      (2.89) 

II. Kirhofov zakon za II. kontura }e bide: 

  2 2 2 2 1

2 10 0

1 1
( ) ( ) ( ) 0

t t

R i i d i i d
C C

          (2.90) 

Izlezniot napon e daden so relacijata: 

  di
C

tu

t


0

2

2

2 )(
1

)(  (2.91) 
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Slika 2.38.   Skica na elektri~na mre`a 

 

So diferencirawe na ravenkite (2.89) i (2.90) se dobiva: 

 1 1 2

1 1

1 1
R D i i Du

C C

 
   

 
 (2.92) 

 1 2 2

1 1 2

1 1 1
0i R D i

C C C

 
     

 
 (2.93) 

Ako se opredeli strujata 1i  od ravenkata (2.93) i ako dobieniot izraz se zame-

ni vo ravenkata (2.92), so nejzino sreduvawe se dobiva izrazot za vrednosta na 

strujata 2i  vo oblik: 

 
  1222111

2

2121

2
2




DCRCRCRDCCRR

DuC
i  (2.94) 

So diferencirawe na ravenkata (2.91) se dobiva: 

 2 2 2i C Du  (2.95) 

Ako se zameni ravenkata (2.95) vo ravenkata (2.94) kone~no se dobiva baraniot 

oblik na matemati~kiot model: 

  2

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 21R R C C D R C R C R C D u u        (2.96) 

odnosno: 

 uu
dt

du
a

dt

ud
a  2

2
12

2

2

2  (2.97) 

Kade {to se: 

 21212 CCRRa   2221111 CRCRCRa   (2.98) 

koeficienti na sistemot. 
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2.2.2.  Elektromotori na ednonaso~na struja 

 

Zada~a 2.19. Da se napi{e matemati~kiot model za ednonaso~en elektromotor 

upravuvan od pobudata, ako promenata na pobudniot napon )(te f e vlez, a pro-

menata na agolnata pozicija na rotorot na motorot )(tm  e izlez na sistemot 

(slika 2.39). 

 

 

Slika 2.39.  Skica na ednonaso~en elektromotor upravuvan od pobudata 

 

 

Re{enie: Vovedenite oznaki na slika 2.39 ozna~uvaat: 

ae  - Direkten napon.    

aR  - Direktna otpornost. 

  - Fluks niz vozdu{niot procep. 

be  - Napon na povratnata elektromotorna sila. 

iK  - Konstanta na vrte`niot moment. 

ai  - Direktna struja. 

fe  - Napon na pobudata. 

fi  - Struja na pobudata. 

mT  - Vrte`en moment razvien od motorot. 
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mJ  - Moment na inercija na rotorot na motorot. 

mB  - Koeficient na triewe na rotorot. 

m  - Agolna pozicija na rotorot. 

Se voveduvaat slednite pretpostavki: 

 constIi aa   (2.99.a) 

 )()( tiKt ff   (2.99.b) 

  )()( tIKtT amm   (2.99.v) 

So zamena na izrazot (2.99.b) vo izrazot (2.99.v) se dobiva: 

 )()( tiKIKtT ffamm   (2.100) 

odnosno: 

 )()( tiKtT fim   (2.101) 

Kade {to e:  afmi IKKK   -  Koeficient na proporcionalnost na vrte`niot 

moment - mT  so strujata na pobudata - fi . 

Od elektri~nata mre`a prika`ana na slika 2.39 (redna RL - mre`a) se dobiva 

slednata ravenka (spored ravenka 2.75): 

 fff

f

f eiR
dt

di
L   (2.102) 

Za rotacionata masa na rotorot na elektromotorot mo`e da se nacrta sledna-

ta ekvivalentna mehani~ka {ema (slika 2.40). 

 

Se pi{uva diferencijalnata ravenka za jazolot 1 od ekvivalentnata meha-

ni~ka {ema: 

  2

m m m mJ D B D T   (2.103) 

odnosno: 

 
2

2

m m
m m m

d d
J B T

dt dt

 
   (2.104) 
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Ako ravenkata (2.104) se izrazi vo odnos na agolnata brzina na rotorot se do-

biva: 

 m
m m m m

d
J B T

dt


   (2.105) 

Kade {to e:  
dt

d m
m


   - agolna brzina na rotorot na elektomotorot. 

 
 

Slika 2.40.   Ekvivalentna mehani~ka {ema za rotorot na elektromotor 

 

So zamena na izrazot (2.101) vo ravenka (2.103) se dobiva: 

  2

m m m i fJ D B D K i    (2.106) 

Ako se izrazi strujata fi  od ravenka (2.102) i dobieniot izraz se zameni vo 

ravenka (2.106) se dobiva baraniot oblik na matemati~kiot model: 

   2

m m f f m i fJ D B D L D R K e     (2.107) 

odnosno: 

  3 2

m f m f m f m f m i fJ L D B L J R D B R D K e     
 

 (2.108) 

Matemati~kiot model so koj se opi{uva dinamikata na ednonaso~en elektro-

motor upravuvan od pobudata (ravenka 2.108) mo`e da se napi{e vo oblik: po-

budniot napon fe  da e vlez, a agolnata brzina na rotorot na motorot m  da e 

izlez na sistemot: 

  
2

2

m m
m f m f m f m f m i f

d d
J L B L J R B R K e

dt dt

 
      (2.109) 
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Zada~a 2.20. Da se napi{e matemati~kiot model za ednonaso~en elektromotor 

direktno upravuvan, ako promenata na direktniot napon )(tea e vlez, a prome-

nata na agolnata pozicija na rotorot na motorot )(tm  e izlez na sistemot 

(slika 2.41). 

 
Slika 2.41.  Skica na ednonaso~en elektromotor direktno upravuvan 

 

Re{enie: Va`at istite oznaki od prethodniot slu~aj i pritoa se vovedu-

vaat slednite pretpostavki: 

 constIi ff   (2.110.a) 

 f fK I    (2.110.b) 

  ( ) ( )m m aT t K i t   (2.110.v) 

 b b m b me K D K      (2.110.g) 

Kade {to e:  bK   -  Koeficient na povratnata elektromotorna sila. 

So zamena na izrazot (2.110.b) vo izrazot (2.110.v) se dobiva: 

 ( ) ( ) ( )m m f f a i aT t K I K i t K i t       (2.111) 

Kade {to e:  iK   -  Koeficient na proporcionalnost. 

Od elektri~nata mre`a prika`ana na slika 2.41 (redna RL - mre`a so pasiven 

napon be ) se dobiva: 

 abaaaa eeiRDiL   (2.112) 
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Diferencijalnata ravenka so koja se opi{uva dvi`eweto na rotorot na elek-

tromotorot e identi~na so ravenka (2.104) od zada~a 2.19. 

So zamena na izrazot (2.111) vo ravenka (2.104) se dobiva: 

  2

m m m i aJ D B D K i    (2.113) 

Ako se opredeli strujata ai  od ravenka (2.113) i ako se zameni izrazot (2.110.g) 

vo ravenka (2.112) se dobiva baraniot oblik na matemati~kiot model za edno-

naso~en elektromotor direktno upravuvan: 

    3 2

a m m a m a m a i b m i aL J D B L J R D B R K K D K e         (2.114) 

odnosno: 

    
3 2

3 2

m m m
a m m a m a m a i b i a

d d d
L J B L J R B R K K K e

dt dt dt

  
       (2.115) 

 

 

 

2.3.  Kombinirani elektro-mehani~ki sistemi 

 

Zada~a 2.21. Polariziraniot solenoid sozdava sila )(tfEM , koja se prenesuva 

na jadroto od meko `elezo so masa 1M . Silata e proporcionalna na strujata 

koja te~e niz pobudniot kalem: 

  ( ) ( )EM if t K i t   

Pobudniot kalem ima otpornost R i samoinduktivnost L. 

Da se napi{e matemati~kiot model za sistemot ako promenata na naponot koj 

se doveduva na elektromagnetot )(tu  e vlez, a promenata na pozicijata na ma-

sata )(ty  e izlez na sistemot (slika 2.42). 
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Slika 2.42.  Skica na elektro-mehani~ki kombiniran sistem 

 

Re{enie: Za dadeniot sistem se crtaat odvoeno elektri~niot sistem i ek-

vivalentnata mehani~ka {ema za translacioniot mehani~ki sistem (slika 

2.43). 

 

 

Slika 2.43.  Elektri~na mre`a i ekvivalentna mehani~ka {ema 

 

Se opredeluva matemati~kiot model za elektri~nata mre`a, koja pretstavuva 

redna RL - mre`a. Spored toa, direktno od ravenka (2.75) mo`e da se napi{e: 

 )(tuRi
dt

di
L   (2.116) 

Vrskata pome|u elektri~niot i mehani~kiot sistem pretstavuva odnosot: 

 ( ) ( )EM if t K i t   (2.117) 
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Se pi{uvaat diferencijalnite ravenki za poedinite jazli od ekvivalentnata 

mehani~ka {ema: 

Jazol 1:  2

1 1 A EMM D B D x f f    (2.118.a) 

Jazol 2:  2

2 2 2 BM D B D K y f    (2.118.b) 

Odnosite na silite i pomestuvawata na kraevite od lostot AOB se dadeni so 

relaciite: 

 L

B

A i
l

l

f

f


1

2  (2.119.a) 

 
Lil

l

y

x 1

2

1   (2.119.b) 

Ako se opredeli pozicijata x od relacijata (2.119.b) i silata Bf  od relacijata 

(2.119.a) i dobienite izrazi se zamenat vo sistemot na simultani diferenci-

jalni ravenki (2.118) se dobiva: 

  2

1 1

1
( )A EM i

L

M D B D y f f K i t
i

      (2.120.a) 

  2

2 2 2

1
A

L

M D B D K y f
i

     (2.120.b) 

So sreduvawe na sistemot od ravenki (2.120) i so zamena na vrednosta na stru-

jata i od ravenka (2.116) se dobiva baraniot oblik na matemati~kiot model na 

elektro-mehani~kiot sistem: 

  3 2

3 2 1 0 ( ) ( )ia D a D a D a y t K u t      (2.121) 

odnosno: 

 
3 2

3 2 1 03 2
( )i

d y d y dy
a a a a y K u t

dt dt dt
      (2.122) 

Kade {to se: 

 LMiLM
i

a L

L

213

1
  RMiRM

i
LBiLB

i
a L

L

L

L

21212

11
  

 LKiRBiRB
i

a LL

L

2211

1
  RKia L 20   

koeficienti na matemati~kiot model. 
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Zada~a 2.22. Na slika 2.44 e prika`an elektro-mehani~ki sistem sostaven od 

ednonaso~en elektromotor direktno upravuvan, zap~est prenos i optovaru-

vawe. 

 

Slika 2.44.   Skica na elektro-mehani~ki sistem 

 

 

Da se opredeli matemati~kiot model za dadeniot mehanizam, ako promenata 

na direktniot napon )(tea  e vlezna golemina, a promenata na agolnata pozici-

ja na optovaruvaweto )(0 t  e izlezna golemina na sistemot. 

 

Re{enie:  Za dadeniot sistem na slika 2.44 se crta ekvivalentnata meha-

ni~ka {ema (slika 2.45). 

 

 
 

Slika 2.45.   Ekvivalentna mehani~ka {ema na sistemot 
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Od zada~a 2.20 se pi{uvaat ravenkite za ednonaso~niot elektromotor direkt-

no upravuvan, koi se identi~ni so ravenkite (2.112), (2.110.g) i (2.111): 

 abaa
a

a eeiR
dt

di
L   (2.123.a) 

 
dt

d
Ke m

bb


  (2.123.b) 

 aim iKT   (2.123.v) 

Od ekvivalentnata mehani~ka {ema se opredeluvaat diferencijalnite raven-

ki za poedinite jazli: 

Jazol 1:   2

1 1m m m mJ J D B D T T        (2.134.a) 

Jazol 2:   2

2 3 0 2J J D BD T       (2.134.b) 

Pritoa, za zap~estiot par va`at relaciite (zada~a 2.12): 

 
1

2

00 z

z
i mm
R 








 

odnosno: 

 0m Ri    (2.125.a) 

 2 1RT i T    (2.125.b) 

Ravenkite (2.123), (2.124) i (2.125) go so~inuvaat matemati~kiot model za da-

deniot sistem. So nivno sreduvawe se dobiva baraniot oblik na matema-

ti~kiot model, koga direktniot napon )(tea  e vlez, a agolnata pozicija )(0 t  e 

izlez na sistemot: 

  3 2

3 2 1 0 i aa D a D a D K e      (2.126) 

odnosno: 

 
3 2

0 0 0
3 2 13 2 i a

d d d
a a a K e

dt dt dt

  
     (2.127) 

Kade {to se: 

    







 3213

1
JJ

i
JJiLa

R

mRa
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 R

mRa

R

mRa
i

B
BiLJJ

i
JJiRa 3212

1
 

 ibR

R

mRa KKi
i

B
BiRa 











1  

koeficienti na matemati~kiot model. 

 

Zada~a 2.23.  Na slika 2.46 e prika`ana {ema na eden lift, pogonuvan od 

elektromotor na ednonaso~na struja direktno upravuvan (1), koj preku dvoste-

peniot reduktor (2) go zadvi`uva ~ekrgot (3) so polupre~nik r i moment na 

inercija 5J . ^ekrgot e potpren na dve le`i{ta, ~ii vkupen koeficient na 

triewe iznesuva 5B . Motorot proizveduva moment proporcionalen (konstan-

ta iK ) na direktnata struja ai . Pri rotacija na rotorot, vo negovite namotki 

se inducira povratna elektromotorna sila propocionalna (koeficient bK ) 

na agolnata brzina na rotorot m . Izleznoto vratilo na elektromotorot e 

povrzano so dvostepen reduktor so cilindri~ni zap~enici so pravi zapci, ~ij 

prenosen odnos e 21iii   i stepen na polezno dejstvo 21   (parametrite i 

matemati~kiot model na reduktorot se identi~ni so reduktorot od zada~a 

2.12, slika 2.28, so taa razlika {to optovaruvaweto LT  vo konkretniot primer 

e razli~no). 

Preku ja`eto (4) so krutost K , ~ekrgot (3) ja podignuva masata M , koja se 

dvi`i vo vodilki so koeficient na viskozno triewe 6B . 

Pod pretpostavka deka sistemot vo po~etniot moment  )0( t  se nao|a vo ram-

note`na sostojba, da se opredeli matemati~kiot model na sistemot, ako po-

mestuvaweto )(ty  na masata M e izlezna golemina, a direktniot napon prik-

lu~en na rotorot na ednonaso~niot elektromotor )(tea  e vlezna golemina na 

sistemot. 
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Slika 2.46.   Uprostena skica na elektro-mehani~ki lift 

 

Re{enie: Ovaa zada~a po delovi e ve}e re{ena vo prethodnite primeri. 

Najprvo se pi{uvaat ravenkite za sekoj element od ovoj sistem, spored blok-

dijagramot prika`an na slika 2.47. 

 

 

 

 

 

Slika 2.47.    Blok-dijagram na elektro-mehani~ki lift 

 

Ravenkite so koi se opi{uva dinamikata na ednonaso~en elektromotor di-

rektno upravuvan (poz. 1) se dadeni vo zada~a 2.20 i zada~a 2.22 (va`at istite 

oznaki od navedenite zada~i), od kade {to sledi: 

 - Ravenki za ednonaso~en elektromotor direktno upravuvan (poz. 1). 

 ambaaaa eDKiRDiL    (2.128.a) 

  2

m m m EM m i aJ D B D T T K i      (2.128.b) 
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Dvi`eweto na dvostepen reduktor, izveden so cilindri~ni zap~enici so pra-

vi zapci (poz. 2), e opi{ano vo zada~a 2.12.  

Koristej}i gi istite oznaki, ravenkite za dvostepeniot reduktor }e bidat: 

 - Ravenki za dvostepen reduktor (poz. 2) 

 EMTTDBDJ  1111

2

1   (2.129.a) 

 23222

2

2 TTDBDJ    (2.129.b) 

 4333

2

3 TTDBDJ L    (2.129.v) 

Pritoa va`at odnosite: 

 322  i  1112 TiT   

 321211  iii   3224 TiT   

Matemati~kiot model za ~ekrgot (poz. 3) i liftot (poz. 4 i 5) e opredelen vo 

zada~a 2.13. Od tamu sledi: 

 - Ravenka za ~ekrgot (poz. 3) 

  2

5 5 3 r LJ D B D T T     (2.130) 

 - Ravenki za liftot (poz. 4 i 5) 

 fKyKx 4  (2.131.a) 

   046

2  KxyKDBMD  (2.131.b) 

Pri {to va`at odnosite: 

 rT f r   

 4 3x r    

Spored toa, ravenkite (2.128), (2.129), (2.130) i (2.131) go opi{uvaat dvi`e-

weto na elektro-mehani~kiot lift. So nivno sreduvawe, spored blok-

dijagramot prika`an na slika 2.47, se dobiva baraniot oblik na matema-

ti~kiot model za sistemot, koga )(tea  e vlez, a )(ty  e izlez. 
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Od ravenkite (2.131) se dobiva matemati~kiot model za liftot, koga )(tf  e 

vlez, a )(ty  e izlez: 

   fyDBMD  6

2  (2.132) 

Od ravenka (2.130), koristej}i gi odnosite {to va`at za ~ekrgot, se dobiva 

matemati~kiot model koga vrte`niot moment )(tTL  e vlezna golemina, a pozi-

cijata na liftot )(ty  e izlezna golemina: 

   LTyDaDaDaDa  11

2

12

3

13

4

14  (2.133) 

Kade {to se: 

 
rK

MJ
a 5

14  , 
rK

BJ

rK

MB
a 655

13  , 

 
r

J

rK

BB
rMa 565

12  , 
r

B
rBa 5

611   

koeficienti na matemati~kiot model. 

 

Od ravenka (2.132) i ravenka (2.131), koristej}i gi odnosite koi va`at za lif-

tot i ~ekrgot, se dobiva relacijata: 

 yD
K

B
D

K

M

r








 1

1 62

3  (2.134) 

Ako vrte`niot moment  )(tTL , potreben da se zadvi`i liftot (5), od ravenka 

(2.133) se izrazi vo oblik: 

 ( )LT D y  (2.135) 

Od sistemot na diferencijalni ravenki (2.129) , so koj {to se opi{uva 

dvi`eweto na dvostepeniot reduktor,  i ravenkata (2.135) se dobiva: 

  2

3

1 2 1 2

( )
EKV EKV EM

D
J D B D y T

i i





    (2.136) 

Kade {to se: 

 3

2121

2

11

2
121

1
J

ii
J

i

i
JiiJ EKV


  (2.137) 
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ekvivalenten moment na inercija na reduktorot i 

 3

2121

2

11

2
121

1
B

ii
B

i

i
BiiBEKV


  (2.138) 

ekvivalenten koeficient na triewe na reduktorot. 

 

So zamena na relacijata (2.134) vo diferencijalnata ravenka (2.136) se dobiva 

matemati~kiot model, koga vrte`niot moment na elektromotorot )(tTEM  e 

vlezna golemina, a pozicijata na liftot )(ty  e izlezna golemina: 

   EMTyDaDaDaDa  21

2

22

3

23

4

24  (2.139) 

Kade {to se: 

 
2121

14
24

ii

a

rK

MJ
a EKV   

 
2121

136

23
ii

a

rK

MB

rK

BJ
a EKVEKV   

 
2121

126

22
ii

a

rK

J

rK

BB
a EKVEKV   

 
2121

11
21

ii

a

r

B
a EKV   

koeficienti na matemati~kiot model. 

Od sistemot na ravenki za ednonaso~niot elektromotor (2.128) se dobiva: 

    3 2

a m a m a m a m i a m EM i aL J D R J L B D R B K K D T K e          (2.140) 

Agolnata pozicija na vratiloto na elektromotorot )(tm  mo`e da se izrazi 

na sledniot na~in: 

 3211  iim   (2.141) 

odnosno, ako vo izrazot (2.141) se zameni relacijata (2.134) se dobiva: 

 y
r

ii
D

rK

Bii
D

rK

Mii
m 








 21621221  (2.142) 
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Kone~no, so zamena na ravenka (2.142) i ravenka (2.139) vo ravenkata (2.140), se 

dobiva baraniot oblik na matemati~kiot model za elektro-mehani~ki lift, 

koga pomestuvaweto na liftot )(ty  e izlezna golemina, a promenata na napo-

not na ednonaso~niot elektromotor )(tea  e vlezna golemina: 

   aieKyDaDaDaDaDa  31

2

32

3

33

4

34

5

35  (2.143) 

odnosno: 

 aieK
dt

dy
a

dt

yd
a

dt

yd
a

dt

yd
a

dt

yd
a  312

2

323

3

334

4

345

5

35  (2.144) 

Kade {to se: 

 
rK

Mii
JLa ma

21
35   

   24

62121
34 a

rK

Bii
JL

rK

Mii
BLJRa mamama   

     23
2162121

33 a
rK

Mii
KKBR

rK

Bii
BLJR

r

ii
JLa bimamamama   

     22

62121
32 a

rK

Bii
KKBR

r

ii
BLJRa bimamama   

   21
21

31 a
r

ii
KKBRa bima   

koeficienti na matemati~kiot model. 

 

 

2.4.  Hidrauli~ni  sistemi 

 

Zada~a 2.24. Na slika 2.48. e prika`ana skica na eden rezervoar za te~nost 

vo kogo dotekuva i istekuva te~nosta. Se postavuva zada~a nivoto na te~nosta 

Y vo sekoj moment t da bide konstantno, odnosno da ja ima nominalnata (zada-

dena, barana) vrednost 0Y  za nominalna vrednost na dodokot 10Q  i nominalna 

vrednost na protokot na istekuvawe 20Q . 
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Slika 2.48:  [ematski prikaz na proto~en rezevoar za te~nost 
 

 

Ako pritisokot na vlezot vo dovodnata cevka e konstanten, da se opredeli ma-

temati~kiot model za proto~niot rezervoar prika`an na slika 2.48,  soglasno 

zadadenoto barawe: da se odr`uva konstantno nivo na vodata vo rezervoarot. 

 

Re{enie: Vlezovite i izlezot za ovoj sistem se opredeleni vo zada~a 1.1 

(slika 1.2). Pri toa, treba da se napomene deka pritisokot na vlezot vo dovod-

nata cevka ne pretstavuva vlezna golemina, bidej}i vo uslovite dadeni vo za-

da~ata toj e konstanten. 

Vo stacionaren re`im na rabota, koga nivoto na te~nosta vo rezervoarot e 

0Y , mora da bide dotokot na te~nosta 10Q  ednakov so protokot na istekuvawe 

na te~nosta od rezervoarot 20Q , odnosno: 

                          10 20 0Q Q Q const    (2.145)   

Zadadenata vrednost na protokot mo`e da se regulira so polo`bata na venti-

lot 2, t.e. so presekot na negoviot otvor, koj {to e proporcionalen na pomes-

tuvaweto na slavinata 2X (zaradi poednastuvawe na presmetkata usvoeno e 

popre~niot presek da bide vo pravoagolna forma), odnosno za nominalnata 

(stacionarnata) vrednost 20Q  va`i: 

                          20 2 20A b X    (2.146) 

kade {to se:  2b const  - {iro~inata na otvorot na ventilot 2, 
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 20A  - popre~en presek na svetliot otvor na ventilot 2 vo sta-

cionaren re`im na rabota.  

Sli~no va`i i za dovodniot ventil 1. Vo nominalnata rabotna to~ka negovata 

proto~na povr{ina }e bide: 

                       10 1 10A b X                                                     (2.147) 

kade {to se:  1b const  - {iro~inata na otvorot na ventilot 1, 

 10A  - popre~en presek na svetliot otvor na ventilot 1 vo sta-

cionaren re`im na rabota.  

Maksimalnite vrednosti {to mo`at da gi dostignat ovie golemini }e se ob-

ele`at so indeks "max". Spored toa se dobiva: 

1,maxQ  za 1,maxX ,   2,maxQ  za 2,maxX  

pri {to e: 

                                   1
max

0

max1

10

max2

20  
Q

Q

Q

Q

Q

Q
 (2.148) 

odnosno: 

 1
max1

10

max2

20  
X

X

X

X
 

Polovinata od vrednosta na odnosot na nominalnata i maksimalnta vrednost 

na protokot definirana so ravenkata (2.148) se vika koeficient na samoregu-

lirawe ili stepen na samoodr`uvawe. 

                                         
max

0

2

1

2

1

Q

Q
q                           (2.149) 

Ako kaj opi{aniot rezervoar od bilo koi pri~ini dojde do promena na 

protkot vo dovodnata cevka (na primer, poradi promena na popre~niot presek 

na ventilot 1), }e  dojde i do promena na nivoto na te~nosta vo rezervoarot, a 

so toa i do promena na protokot vo odvodnata cevka. Ramnote`ata }e bide na-

ru{ena i }e otpo~ne promena na site analizirani golemini so tekot  na vre-

meto. 
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Neka, vo bilo koj vremenski moment  t,  analiziranite golemini imaat vred-

nost: 
1( )Q t , 2 ( )Q t  i neka vo toj vremenski moment visinata vo rezervoarot dos-

tignala vrednost ( )Y t . 

Spored zakonot za odr`uvawe na materijata, odnosno ravenkata na kontinui-

tetot, posle istekot na vremenskiot interval dt od voo~eniot moment t, zgo-

lemuvaweo na volumenot na te~nosta vo rezervoarot }e bide: 

 0dV A dY  , 

kade {to e: 0A const  - popre~en presek na rezervoarot,  

Od druga strana, promenata na volumenot na te~nosta vo rezervoarot }e bide 

ednakov na razlikata na dote~enata te~nost - 1Q dt  i iste~enata te~nost  - 

2Q dt , za toj mal vremenski interval : 

0 1 2A dY Q dt Q dt   

odnosno: 

                                         0 1 2

dY
A Q Q

dt
      (2.150) 

Vodej}i smetka deka stacionarnite vrednosti se 10 20Q Q const   i 0Y const , 

odnosno 0 0
dY

dt
  , gornata diferencijalna ravenka  (2.150) mo`e da se napi{e i 

vo oblik: 

                                          0 0 1 10 2 20

d
A Y Y Q Q Q Q

dt
     , (2.151) 

odnosno taa da se izrazi preku perturbaciite na analiziranite golemini od 

nivnite nominalni vrednosti.  

Protokot 1( )Q t  vo dovodnata cevka (za konstantna razlika na pritisocite  vo 

dovodnata cevka - p   i konstanten koeficient na istekuvawe -  ), zavisi 

samo od presekot na otvorot na ventilot 1, odnosno:  

 1 1 1 1 1 1

2 2
( )Q t A p b X p X  

 
       (2.152) 
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pri {to e:                                          .
2

11 constpb 


  

Vo stacionarniot re`im, isto taka, }e bide: 

 
10

1
10

10

1
10110110

X

X
Q

X

X
XXQ     (2.153) 

Ako e presekot na rezervoarot 0A  mnogu pogolem od presekot 2 2 2A b X  , niz 

koj te~nosta istekuva niz odvodnata cevka, toga{ za strueweto mo`e da se 

pretpostavi deka e stacionarno, odnosno toa e slu~aj na istekuvawe niz mal 

otvor, pa spored toa, protokot 2 ( )Q t  }e bide: 

 2 2 2 2 2( ) 2 2Q t A gY bX gY X Y                         (2.154) 

kade {to e:                                 .22 constgb    

Vo stacionarniot re`im }e bide: 

 20 2 20 0Q X Y     (2.155) 

Kako {to se gleda od gorniot izraz (2.154), protokot 2 ( )Q t  e nelinearna 

funkcija od Y. Ako perturbaciite na site promenlivi se mnogu mali, raven-

kata (2.154) mo`e da se linearizira vo okolina na stacionarnata to~ka i }e se 

dobie: 

   , 2 2
2 2 20 2

02 0

Q Q
dQ Q Q dX dY

X Y

 
     

 
  (2.156) 

pri {to perturbaciite se:  ,

2 2 20dQ Q Q  , 2022 XXdX    i   0YYdY   

Za parcijalnite izvodi vo okolina na rabotnata (stacionarnata) to~ka vo ra-

venka (2.156), se dobivaat slednite izrazi: 

 2 20 0 202
2 2 0

0
2 20 200

X Y QQ
Y Y

X X X


 


   


  (2.157) 

 2 20 0 202
2 2 2 20

0 0 00 0

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

X Y QQ
X X

Y Y YY Y


 


   


 (2.158) 
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So zamena na ovie vrednosti (2.157) i (2.158) vo ravenkata (2.156) se dobiva:  

 
0

020

20

202

20

0

20

2

20

20

2022
22

1
)(

Y

YYQ

X

XX
QdY

Y

Q
dX

X

Q
QQdQ





   (2.159) 

So zamena na izrazite (2.152),  (2.153), (2.159) vo ravenkata (2.151)  se dobiva: 

     2 20 20 0
0 0 1 1 10 20

20 02

X X Q Y Yd
A Y Y X X Q

dt X Y


  
     

 
 (2.160) 

Voveduvaj}i bezdimenzionalni promenlivi: 

0 1 10 2 20
1 2

0 10 20

,   ,   
Y Y X X X X

y x x
Y X X

  
    

poslednata diferencijalna ravenka (2.160) dobiva oblik: 

 0 0 1 10 1 20 2 20

1

2

dy
A Y X x Q x Q y

dt
     (2.161) 

So sreduvawe na ravenkata (2.161) se dobiva: 

 0 0 20 10 1 20 2

1

2

dy
A Y Q y Q x Q x

dt
     (2.162) 

Ako se ima predvid uslovot (2.145) i ako se podeli ravenkata (2.162) so vred-

nosta  maxQ , se dobiva: 

0 0 0 0 0
1 2

max max max max

1

2

A Y Q Q Q
y y x x

Q Q Q Q
    

od kade, so voveduvawe na koeficientot na samoregulirawe, definiran so ra-

venkata (2.149), se dobiva:  

 1 2( )a

dy
T qy x x

dt
            (2.163) 

Vo ovaa ravenka konstantata : 

 0 0 0

max max

a

A Y V
T

Q Q
                (2.164) 

e vreme {to e potrebno pri zatvoren ventil 2  2 0X  , rezervoarot da se na-

polni od visina  0Y   do visina 0Y Y , koga ventilot 1 naglo i potpolno }e se 

otvori  1 1,max 1 1,maxX X Q Q ,  odnosno  .  Od tie pri~ini, ova vreme se vika 

u{te i vreme na zaletuvawe.  
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Ako ravenkata (2.163) se  podeli so q  se dobiva ravenkata na odnesuvaweto na 

rezervoarot vo kone~en oblik: 

 
1 1 22( )

dy
T y x x

dt
    (2.165) 

Kade {to e:  0 0
1

0

2

2

aT A Y
T

Q
     -  vremenska konstanta, koja u{te se vika vre-

menska konstanta na prenosnata funkcija na rezervoarot. 

 

Zada~a 2.25. Daden e hidrauli~en sistem od dva rezervoari, pretstaven na 

slika 2.49. Da se opredeli matemati~kiot model so koj {to se opi{uva ovoj 

hidrauli~en sistem, ako vlez e protokot koj {to se doveduva vo rezervoarot 1 

- ( )EQ t , a izlez e visinata na nivoto na te~nosta vo rezervoarot 2 - 2 ( )H t . 

 

 
 

Slika 2.49:  Skica na hidrauli~en sistem so dva rezervoari  

 
 

Pri postavuvawe na matemati~kiot model za hidrauli~niot sistem da se vo-

vedat slednite po~etni ograni~uvawa: 

-  Rezervoarite se so konstanten popre~en presek po celata nivna visina 

 iA const . 
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- Popre~nite preseci na rezervoarite se mnogu pogolemi od otvorite na is-

tekuvawe na te~nosta  ,i o iA A , {to uslovuva da se relativno spori pro-

menite na visinite na slobodnite nivoa na te~nosta vo rezervoarite.   

Karakteristi~ni parametri za sekoj od rezervoarite (slika 2.49) se: 

 2  iA m    - popre~en presek na rezervoarot, 

 2

,   o iA m    - pore~en presek na otvorot na istekuvawe, 

i  - koeficient na istekuvawe niz otvorot, 

   iH m     - visina na slobodnoto nivo na te~nosta, 

 3  iQ m s    - volumenski protok na te~nosta. 

 

Re{enie: Blok-dijagramot za ovoj hidrauli~en sistem, spored uslovite da-

deni vo zada~ata e prika`an na slika 2.50. 

Pri izveduvawe na matemati~kiot model za hidrauli~niot sistem so dva re-

zervoari, va`at istite objasnuvawa, kako vo zada~a 2.24, prisposobeni za us-

lovite dadeni vo konkretniot primer. 

 

 

 
Slika 2.50:  Blok-dijagram na hidrauli~niot sistem so dva rezervoari  

 

Vo stacionaren re`im na rabota na sistemot va`at slednite relacii: 

 0 10 20 0EQ Q Q Q const      

 10 1 10Q H  ;        1 1 ,1 2oA g const    (2.166) 

 20 2 20Q H  ;       2 2 ,2 2 .oA g const    

Spored toa, analogno na ravenka (2.151) za rezervoarot 1 mo`e da se napi{e 

ravenkata: 
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      1 1 10 0 1 10E E

d
A H H Q Q Q Q

dt
     , (2.167) 

Protokot na istekuvawe na te~nosta od rezervoarot 1 - 
1( )Q t , se presmetuva od 

izrazot: 

 1 1 ,1 1 1 1( ) 2oQ t A gH H       (2.168) 

kade {to e: 1 1 ,1 2oA g const   . 

Za mali promeni na goleminite vo okolina na nivnata nominalna (stacio-

narna) vrednost, nelinearnata ravenka (2.168), po odnos na promenlivata 1H , 

mo`e da se linearizira na sledniot na~in: 

  , 1
1 1 10 1 1 1

1 10 0

1 1

2

dQ
dQ Q Q dH dH

dH H
         

    10 10
1 1 1 10 1 10

10 10

1 1

2 2

H Q
dQ H H H H

H H
       (2.169) 

So zamena na izrazot (2.169) vo ravenkata (2.167) se dobiva: 

      10
1 1 10 0 1 10

10

1

2
E E

Qd
A H H Q Q H H

dt H
       (2.170) 

Se voveduvaat slednite bezdimenzionalni promenlivi: 

 0 1 10 1 10 2 20
1 1

0 10 10 20

,   ,   ,  E E

E

Q Q H H Q Q H H
x h q y

Q H Q H

   
     (2.171) 

Spored toa, ravenkite (2.169) i (2.170) se sveduvaat vo oblik: 

 1 1

1
( ) ( )

2
q t h t          1 1( ) 2 ( )h t q t   (2.172) 

 1
1 10 10 1 0

1
( )

2
E

dh
A H Q h Q x t

dt
       (2.173) 

So zamena na ravenka (2.172) vo ravenkata (2.173) se dobiva matemati~kiot 

model za prviot rezervoar, soglasno blok-dijagramot pretstaven na slika 2.50: 

 1
1 1 1 ( )

dq
T q k x t

dt
     (2.174) 
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Kade {to se:  1 10
1

10

2A H
T

Q
    -  vremenska konstanta za rezervoarot 1, 

0
1

10

EQ
k

Q
  - koeficient na zasiluvawe na prenosnata funkcija na rezervoar 1. 

Se voveduva linearniot operator na diferencirawe: 

def d
D

dt
  

ravenkata (2.174) se sveduva vo oblik: 

  1 1 11 ( )T D q k x t    (2.175) 

Analogno na postapkata za izveduvawe na matemati~kiot model za rezervoa-

rot 1, za rezervoarot 2, soglasno ravenkata (2.173), se dobiva; 

 2 20 20 10 1

1

2

dy
A H Q y Q q

dt
       (2.176) 

Ravenkata (2.176) mo`e da se napi{e vo oblik: 

 2 2 1

dy
T y k q

dt
     (2.177) 

Kade {to se:  2 20
2

20

2A H
T

Q
    -  vremenska konstanta za rezervoarot 2, 

10
2

20

Q
k

Q
  - koeficient na zasiluvawe na prenosnata funkcija na rezervoar 2. 

Se voveduva linearniot operator na diferencirawe se dobiva: 

  2 2 11T D y k q    (2.178) 

Sistemot na simultani diferencijalni ravenki (2.174) i (2.177) go so~inuvaat 

vkupniot matemati~ki model za hidrauli~niot sistem od dva rezervoari. 

So  izrazuvawe na promenlivata 1( )q t  od ravenkata (2.175) i so zamena vo ra-

venkata (2.178) se dobiva relacijata: 

   1 2
2

1

1 ( ) ( )
1

k k
T D y t x t

T D
  


,  
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od kade {to se dobiva kone~niot oblik na matemati~kiot model na hidrau-

li~niot sistem so dva rezervoari, ako vlez e promenata na protokot:  ( )EQ t  - 

0

0

( ) E E

E

Q Q
x t

Q

 
 

 
, a izlez e promenata na visinata na nivoto na te~nost vo re-

zervoarot 2: 2 ( )H t  - 2 20

20

( )
H H

y t
H

 
 

 
: 

  
2

1 2 1 2 1 22
( )

d y dy
TT T T y k k x t

dt dt
      (2.179) 

Vrednosta na realnata promenliva 2 ( )H t  lesno mo`e da se opredeli od dobie-

nata promena na vrednosta na bezdimenzionalnata promenliva ( )y t  od izra-

zot: 

 2 20 20( ) ( )H t y t H H    (2.180) 

 

Zada~a 2.26. Da se opredeli matemati~kiot model na hidrauli~niot sistem 

sostaven od hidrauli~en cilindar i rasporednik, prika`an na slika 2.51. 

 

 
 

Slika 2.51:  Skica na hidrauli~en sistem: hidrauli~en cilindar - rasporednik  
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Re{enie: Postojat dva prioda pri formiraweto na matemati~kiot model 

na hidrauli~niot sistem: hidrauli~en cilindar - rasporednik, ako vlez e po-

mestuvaweto na klip~eto na rasporednikot - ( )x t , a izlez e pomestuvaweto na 

klipwa~ata (klipot) na cilindarot - ( )y t . 

Prviot e so voveduvawe na golem broj na poednostavuvawa i aproksimacii i 

dava uprosten matemati~ki model (I), a vtoriot priod gi zema predvid nakoi 

povlijatelni procesi vo dinamikata na ovoj hidrauli~en sistem i dava po-

kompliciran i poprecizen matemati~ki model (II). 

I.  Se voveduvaat slednite poednostavuvawa i aproksimacii: 

1. Fluidot vo hidrauli~nata instalacija e nestisliv. 

2. Rasporednikot e so nulto prekrivawe, odnosno dol`inata na klip~eto 

kh  e ednakva na dol`inata na otvorot Rh . 

3. Inercijalnite sili na site podvi`ni masi se zanemarlivo mali. 

4. Pritisokot na fluidot koj se doveduva od pumpata - pp  e konstanten. 

5. Rabotnite povr{ini na klipot na hidrocilinderot se ednakvi. 

6. Site sili na triewe se zanemarlivo mali. 

7. Se zanemaruvaat site reakcioni hidrodinami~ki sili pri strueweto na 

fluidot. 

8. Volumenskite zagubi na fluid vo hidrauli~niot sistem se zanemaruvaat. 

9. Hidrauli~niot sistem se analizira bez nadvore{noto optovaruvawe 

( ) 0F t  . 

10. Karakteristikata na klipniot rasporednik vo rabotnata oblast e li-

nearna: 

Protokot {to prostrujuva niz rasporednikot mo`e da se opredeli od izrazot: 

 1

2
( ) ( ) ( )R

p
Q t A x C x t




      (2.181) 

Kade {to se:  const   - koeficient na struewe niz rasporednikot, 

1( )A x d x    - proto~na povr{ina niz rasporednikot, 

d  - dijametar na klip~eto na rasporednikot, 

2pp p p const     - razlika na pritisocite vo rasporednikot, 
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  - gustina na fluidot vo hidrauli~niot sistem, 

2
R

p
C d const 




      - karakteristika na rasporednikot. 

Od ravenkata na kontinuitet za volumenskiot protok vo hidrauli~niot sis-

tem, imaj}i gi predvid site vovedeni pretpostavki, se dobiva: 

 
dy

Q A
dt

   (2.182) 

Kade {to e:  
 2 2

4

kD d
A

 
   - rabotna povr{ina na klipot na cilindarot. 

So izedna~uvawe na ravenkite (2.181) i (2.182) se dobiva poednostaveniot ma-

temati~ki model na hidrauli~niot sistem: hidrauli~en cilindar - raspored-

nik: 

 R

dy
A C x

dt
    

odnosno: ( )
dy

K x t
dt

   (2.183) 

Kade {to e:  RC
K

A
   - karakteristika na hidrauli~niot sistem. 

 

II.  Ako nekoi od prethodno primenetite aproksimacii ne se vovedat (1, 8, 9, 

10) se dobiva pokompliciran i poprecizen matemati~ki model za dadeniot 

hidrauli~en sistem: hidrauli~en cilindar - rasporednik. 

Volumenskiot protok na rabotnata te~nost niz proto~nata povr{ina na ras-

porednikot (rav. 2.181), ako se zeme predvid i promenata na optovaruvaweto 

na hidrauli~niot cilindar, odnosno 2pp p p const    , toga{ istiot }e bide 

pretstaven so nelinearna funkcija: 

 
 

 1 1

22
( ) ( ) ( ) ,

pp pp
Q t A x A x f x p 

 


        (2.184) 

Kade {to e: 2p p  ako se zanemarat otporite na struewe na fluidot vo od-

vodniot kanal, odnosno 1 0p  . 
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Nelinearnata funkcija (2.184) mo`e da linearizira vo okolina na rabotnata 

(referentnata) to~ka 0x  i 0p , primenuvaj}i go razlo`uvaweto vo Tajlorov 

red i zanemaruvaj}i gi ~lenovite od vtor i povisok red: 

 
0 0

Q Q
Q x p

x p

 
   
 

 (2.185) 

odnosno: x pQ C x C p     (2.186) 

Kade {to se xC  i pC  konstanti, odnosno: 

0

x

Q
C const

x


 


 i  
0

p

Q
C const

p


 


 

Od druga strana, volumenskiot protok so koj{to se ispolnuva rabotnata ko-

mora na cilindarot, ako se zeme predvid kompresibilnosta na rabotniot 

fluid i ako se vkalkulira nekontroliranoto istekuvawe na te~nosta (volu-

menskite zagubi), }e se presmeta spored obrazecot: 

 C P EQ Q Q Q    (2.187) 

CQ   - Nekompresibilna komponenta na protokot, se koristi za pomestuvawe 

na klipot. 

Protokot CQ , kako {to e poznato, zavisi od brzinata na dvi`ewe na klipot, 

odnosno: 

 C C

dy
Q A v A

dt
     (2.188) 

Kade {to se: 
 2 2

4

kD d
A

 
   -  efektivna povr{ina na klipot na cilindarot. 

  C

dy
v

dt
  - brzina na dvi`ewe na klipot. 

PQ   - Protok niz procepite vo hidrauli~niot cilindar (volumenski zagu-

bi). 

Protokot niz procepite na klipot  i  drugi procepi na nehermeti~kite vrski 

e proporcionalen na razlikata na pritisocite od obete strani na procepite, 

odnosno: 

  1 2 1PQ k p p   (2.189) 
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kade {to e:  
1k  -  koeficient na nekontrolirano istekuvawe. 

Koeficientot na proporcionalnosta 
1k  zavisi od pove}e faktori i kako ta-

kov mo`e da se najde vo literatura. Za nov cilindar so golema to~nost mo`e 

da se usvoi 1 0k  , bidej}i nema volumenski zagubi. 

Ako se zanemarat otporite na struewe vo odvodniot kanal toga{ e 1 0p  , pa 

spored toa e 2 1 2p p p p   , odnosno: 

 1PQ k p   (2.190) 

EQ   - Kompresibilna komponenta na protokot (volumenski protok so 

koj{to se nadopolnuva koli~estvoto na te~nost poradi kompresija na 

istata). 

Zavisnosta na promenata na volumenot na te~nosta dV  vo odnos na promenata 

na pritisokot dp  e dadena so ravenkata: 

 
F

dV dp

V E
  (2.191) 

Kade {to se:  V  - Volumen na zarobeno koli~estvo na te~nost. 

 FE  - Modul na elasti~nost na te~nosta. 

Protokot EQ  koj {to slu`i za kompenzacija na promenata na volumenot na 

te~nosta dV  pri prirast na pritisokot za dp  se dobiva od ravenkata: 

 E

dV
Q

dt
  (2.192) 

odnosno so zamena na ravenka (2.191) vo ravenka (2.192) se dobiva: 

 E

F

V dp
Q

E dt
   (2.193) 

So zamena na ravenkite (2.188), (2.190) i (2.193) vo ravenkata (2.187) se dobiva: 

 1

F

dy V dp
Q A k p

dt E dt
       (2.194) 

So izedna~uvawe na ravenkite (2.186) i (2.194) se dobiva: 

  1p x

F

dy V dp
A C k p C x

dt E dt
         (2.195) 
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Silata so koja {to klipwa~ata dejstvuva na nadvore{noto optovaruvawe na 

cilindarot }e iznesuva: 

 F A p     (2.196) 

Kade {to e:     - stepen na polezno dejstvo na cilindarot. 

 

Slika 2.52:  Skica na optovaruvaweto na hidrauli~niot cilindar  
 

Pri optovaruvawe na cilindarot, vo najop{t oblik, sostaveno od masa, tri-

ewe i pru`ina, kako {to e prika`ano na slika 2.52, silata {to treba da ja od-

dava klipwa~ata na cilndarot F  }e se presmeta od ravenkata: 

 
2

2

d y dy
F M B K y

dt dt
       (2.197) 

So izedna~uvawe na ravenkite (2.197) i (2.196) se dobiva: 

 
2

2

M d y B dy K
p y

A dt A dt A  
  

  
 (2.198) 

odnosno: 
3 2

3 2

dp M d y B d y K dy

dt A dt A dt A dt  
  

  
 (2.199) 

So zamena na izrazite za promenata na pritisokot (2.198) i divergencijata na 

pritisokot (2.199) vo ravenkata (2.195) se dobiva kone~niot oblika na mate-

mati~kiot model za dadeniot hidrauli~en sistem: 

 
3 2

3 2 1 0 03 2

d y d y dy
a a a a y b x

dt dt dt
          (2.200) 

Kade {to konstantite na sistemot }e se presmetaat od izrazite: 

3

F

V M
a

E A 




 
;     2 1p

F

V B M
a C k

E A A 


  

  
;   

 1 1p

F

V K B
a A C k

E A A 


   

  
;   0 1p

K
a C k

A 
 


;      0 xb C . 
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                     TRETA   
GLAVA 

 

 

 

 

 

3.   LINEARNI SISTEMI I  

DIFERENCIJALNI RAVENKI 

 

Zada~a 3.1.  Edna golema klasa na sistemi na avtomatsko upravuvawe e prets-

tavena so linearni diferencijalni ravenki so konstantni koeficienti ~ija 

op{ta formula e: 

  
 


n

i
j

jm

j

ji

i

i
dt

xd
b

dt

yd
a

0 0

               nm   (3.1) 

Pri toa e usvoeno: )(tyy   i )(txx  . 

Da se doka`e deka ovoj sistem e linearen. 

Re{enie: Sistemot }e bide linearen ako va`i principot na superpozicija, 

odnosno za vlez:  

  2211 xCxCx   (3.2) 

Odzivot na sistemot treba da bide: 

  2211 yCyCy   (3.3) 
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Za vlez vo sistemot  x1, odzivot na sistemot }e go obele`ime so y1, a za vlez x2, 

odzivot }e bide y2, odnosno so zamena vo (3.1) se dobiva: 

  
j

jm

j

ji

in

i

i
dt

xd
b

dt

yd
a 1

0

1

0




  (3.4) 

  
j

jm

j

ji

in

i

i
dt

xd
b

dt

yd
a 2

0

2

0




  (3.5) 

Ako na vlezot vo sistemot se dovede linearna kombinacija od prethodno spo-

menatite vlezovi, t.e. 2211 xCxCx   so zamena vo (3.1) odzivot na sistemot }e 

bide: 

  










j

j

j

jm

j

ji

in

i

i
dt

xd
C

dt

xd
Cb

dt

yd
a 2

2
1

1

00

 (3.6) 

  











m

j
j

j

jj

j

j
dt

xd
bC

dt

xd
bC

0

2
2

1
1  


j

jm

j

jj

jm

j

j
dt

xd
bC

dt

xd
bC 2

0

2
1

0

1   

So zamena na ravenkite (3.4) i (3.5) vo ravenkata (3.6), istata go dobiva sled-

niot oblik: 

   


i

in

i

ii

in

i

i
dt

yd
aC

dt

yd
aC 2

0

2
1

0

1   

   












n

i
i

i

i

n

i
i

i

i

i

i yCyC
dt

d
a

dt

yd
C

dt

yd
Ca

0

2211

0

2
2

1
1 . (3.6)  

So sporeduvawe na po~etniot i krajniot del od ravenkata (3.6) se dobiva: 

   



n

i
i

i

ii

in

i

i yCyC
dt

d
a

dt

yd
a

0

2211

0

 (3.7) 

od kade {to lesno mo`e da se zaklu~i deka va`i: 2211 yCyCy  , so {to 

vsu{nost se doka`uva principot na superpozicija. 

 

Zada~a 3.2.  Ako za sistemite na avtomatsko upravuvawe pretstaveni so or-

dinarnata (obi~nata) difetencijalna ravenka (rav. 3.1), e dadeno fundamen-

talnoto mno`estvo: 

  )(),(),( 21 tytyty n , . . . . .           . . . .   (3.8) 
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Da se doka`e deka sekoj sloboden odziv ja zadovoluva diferencijalnata ra-

venka: 

 0
0




i

in

i

i
dt

yd
a  (3.9) 

 

Re{enie:  Slobodniot odziv pretstavuva linearna kombinacija od ~lenovi-

te na fundamentalnoto mno`estvo, t.e. toj e daden so izrazot: 

 



n

k

kka yCty
0

)(  (3.10) 

Spored toa so zamena na ravenkata (3.10) vo (3.9) se dobiva: 

    







 

 

n

i

n

k

kki

i

iai

in

i

i yC
dt

d
aty

dt

d
a

0 00

 

 







  

 

n

i
i

k

in

k

ik

n

k

kii

in

i

k
dt

yd
aCya

dt

d
C

0 000

 

 0
0 0

 
 

n

k
i

k

in

i

ik
dt

yd
aC  (3.11) 

Bidej}i sekoj ~len od fundamentalnoto mno`estvo ja zadovoluva diferenci-

jalnata ravenka: 

 0
0




n

i
i

k

i

i
dt

yd
a  (3.12) 

So zamena na ravenkata (3.12) vo (3.11) dokazot e o~igleden, odnosno slobod-

niot odziv ja zadovoluva diferencijalnata ravenka (3.9). 

 

Zada~a 3.3. Da se opredeli izlezot na sistemot prika`an na narednata slika.  








5

y

d t

dtx sin1 

tx 2cos2 
2

3 tx 

 

Slika 3.1. Blok dijagram za daden sistem 
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Re{enie: Od blok-dijagramot so koj e prika`an dadeniot sistem se gleda 

deka sistemot e sostaven od linearni operatori, odnosno dadeniot sistem e 

linearen. Spored toa mo`e da se primeni principot na superpozicija za 

opredeluvawe na vkupniot odziv na sistemot. Na osnova na toa sledi: 

 032  xx      tt
dt

d
y cos5sin51   (3.13) 

 031  xx       tt
dt

d
y 2sin102cos52   (3.14) 

 021  xx    
2

3 5ty   (3.15) 

Vkupniot odziv na sistemot se dobiva za slu~aj koga vo sistemot se doveduvaat 

site vlezovi istovremeno, odnosno koga vkupniot vlez e ednakov na zbirot od 

trite poedine~ni vlezovi:  

 321 xxxx   (3.16)  

koristej}i go principot na superpozicija, vkupniot odziv na sistemot, isto 

taka, }e pretstavuva zbir od poedine~nite izlezi, odnosno: 

  2

321 2sin2cos5 tttyyyy  . (3.17) 

 

Zada~a 3.4.  Dva sistema se definirani so pomo{ na relacijata pome|u vlezot 

)(tx  i izlezot )(ty  na sledniot na~in:  

a)      TteTtxty  ; 0T  (3.18) 

b)      TteTtxty  ; 0T  (3.19) 

Dali bilo koj od ovie dva sistema e kauzalen? 

Re{enie: Ako se zameni vo dvata sistema (3.18) i (3.19) deka e Tt  , 

 se dobiva: 

a)     TeTxTy 22   (3.20) 

Toa zna~i deka ako go razgleduvame sistemot vo momentot Tt  , odnosno za da 

ja dobieme vrednosta za )(Ty  potrebno e da ja poznavame vrednosta za )2( Tx , 

{to zna~i deka sistemot predwa~i, a takov sistem e fizi~ki neostvarliv i ne 

e kauzalen.  
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Primer za vakov tip na sistem e ako se pu{ti balon od odredena visina, a 

toj {to treba da go fati balonot treba vo istiot moment da se postavi 

na mestoto kade {to }e padne balonot, odnosno mestoto treba to~no da 

se predvidi. 

b)     10  xTy  (3.21) 

Ova pretstavuva model na fizi~ki ostvarliv sistem, poto~no sistem so kas-

newe. Toj e kauzalen sistem. 

 

Zada~a 3.5. Dadena e diferencijalnata ravenka na eden fizi~ki sistem: 

    0145
2

2

3

3

 yf
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 (3.22) 

Kade {to funkcijata )(yf  e dadena so sledniot dijagram: 

 

Slika 3.2.  Grafi~ki prikaz na funkcijata )(yf  

Da se pretstavi ovoj nelinearen sistem kako sistem koj e po delovi linearen. 

 

Re{enie: Od dijagramot se gleda deka funkcijata )(yf  e linearna vo poe-

dinite intervali. Od tamu i diferencijalnata ravenka (3.22), so koja e 

opi{an sistemot, }e se razgleduva vo tie intervali. Spored toa se dobiva: 

 0145
2

2

3

3


dt

dy

dt

yd

dt

yd
  0,y  (3.23) 

 0145
2

2

3

3

 y
dt

dy

dt

yd

dt

yd
  2,0y  (3.24) 

 02145
2

2

3

3


dt

dy

dt

yd

dt

yd
   ,2y  (3.25) 

  



3.  Linearni sistemi i diferencijalni ravenki 
 

110 

Zada~a 3.6. Da se opredeli karakteristi~niot polinom i karakteristi~nata 

ravenka za sekoj od sistemite: 

a) xy
dt

yd

dt

yd
 79

2

2

4

4

 (3.26) 

b) xty
dt

dy
t

dt

yd
t

dt

yd
 2

2

2

3

3

sin  (3.27) 

v) ty
dt

yd

dt

yd
sin79

2

2

4

4

  (3.28) 

Re{enie: Usvoeno e linearniot operator na diferencirawe skrateno da se 

ozna~uva na sledniot na~in: 

 
dt

d
D

def

  
i

idef
i

dt

d
D   (3.29) 

Spored toa sledi: 

a) xyyDyD  79 24  

    xyDD  79 24  (3.30) 

Od diferencijalnata ravenka (3.30), koja vsu{nost e identi~na so diferenci-

jalnata ravenka (3.26), direktno se opredeluvaat karakteristi~niot polinom 

i karakteristi~nata ravenka, odnosno: 

- karakteristi~en polinom: 

   79 24  DDDf  (3.31) 

- karakteristi~na ravenka: 

 079 24  DD  (3.32) 

b) So zamena na linearniot operator (3.29) vo ravenkata (3.27) se dobiva: 

 xtyDytytDyD  223 sin  

   xytDttDD  223 sin  (3.33) 

Od kade sledi:       - karakteristi~en polinom: 

   tDttDDDf  223 sin  (3.34) 

- karakteristi~na ravenka: 

 0sin 223  tDttDD  (3.35) 
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v) Identi~no se dobiva i za ravenkata (3.28): 

  tyyDyD sin79 24   

   tyDD sin79 24   (3.36) 

odnosno:                 - karakteristi~en polinom:  

    79 24  DDDf     (3.37)  

-karakteristi~na ravenka:  

 079 24  DD  (3.38)  

 

Zada~a 3.7. Da se opredelat fundamentalnite mno`estva za diferencijal-

nite ravenki: 

a) xy
dt

dy

dt

yd
 2

2

2

 (3.39) 

b) 13993
2

2

3

3

 xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 (3.40) 

v) xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 485

2

2

3

3

 (3.41) 

g) xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 464

2

2

3

3

 (3.42) 

d) xy
dt

dy

dt

yd
 45

2

2

 (3.43) 

 

Re{enie:  

a) Najprvo se opredeluva karakteristi~nata ravenka za diferencijalnata ra-

venka (3.39): 

 0122  DD  (3.44) 

odnosno:   01
2
D . 

Potoa se presmetuvaat re{enijata na karakteristi~nata ravenka (3.44), so 

~ija pomo{ se opredeluvaat ~lenovite od fundamentalnoto mno`estvo. 

Spored toa se dobiva:  

 121  DD  

  tt tee   ;  (3.45) 
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b) Analogno na prethodniot primer sledi: 

 03993 23  DDD  (3.46) 

   01333 23  DDD  

   013
3
D  

 1321  DDD  

Spored toa fundamentalnoto mno`estvo }e bide: 

  ttt ettee  2;;      (3.48) 

 

v) 0485 23  DDD    1) (3.49) 

     0221  DDD  

 11 D ;  232  DD  

Fundamentalno mno`estvo: 

  ttt teee 22 ;;       (3.50) 

 

 

1)  POTSETUVAWE: 

Od prostite mno`iteli na slobodniot ~len, so proverka, se bara edno mo`no re{enie na ra-
venkata (3.49). Za konkretniot primer mo`ni re{enija se: -1, -2 i -4. O~igledno e deka 

11 D  e edno re{enie. Drugite dve re{enija se dobivaat so delewe na polinomot (3.49) so 

re{enieto  1D , odnosno: 

  

   

 

 

 44

44

44

84

441:485

2

2

23

223













D

D

DD

DD

DD

DDDDDD

 -               

                  

 -      

         

 - 

   

 

Spored toa, drugite dve re{enija se dobivaat so re{avawe na kvadratnata ravenka: 

 0442  DD  

odnosno:   02
2
D  

 

od kade {to se dobiva: 22 D , 23 D  
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g) 0464 23  DDD  (3.51) 

     0112  jDjDD  

 21 D ;  jD  12 ;  jD  13  

Fundamentalno mno`estvo: 

     tjtjt eee  112 ;;      (3.52) 

 

d) 0452  DD  (3.53) 

    041  DD  

 11 D ;  42 D  

Fundamentalno mno`estvo: 

  tt ee 4;     (3.54) 

 

Zada~a 3.8. Matemati~kiot model na eden fizi~ki sistem e pretstaven so 

diferencijalnata ravenka: 

 x
dt

dx
y

dt

dy

dt

yd
445

2

2

  (3.55) 

Da se opredeli: fundamentalnoto mno`estvo, slobodniot odziv, forsiraniot 

odziv i totalniot odziv, ako se dadeni po~etnite uslovi: 

   00 y ;    1
otdt

dy
 (3.56) 

i ako na vlezot se dovede eksponencijalna funkcija:  

   tetx 3 ;      0t . 

 

Re{enie:  Od karakteristi~nata ravenka na matemati~kiot model na sistemot 

(3.55) se opredeluva fundamentalnoto mno`estvo, odnosno: 

 0452  DD  

    041  DD  

 11 D ;  42 D  
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od kade {to sledi:  

  tt ee 4;     (3.57) 

Slobodniot odziv na sistemot }e bide: 

   tt

a eCeCty 4

21

   (3.58) 

Koeficientite C1 i C2 se opredeluvaat od po~etnite uslovi na sistemot: 

   00 21  CCy  

 14 21 


CC
dt

dy

ot

 (3.59) 

So re{avawe na sistemot od linearni ravenki (3.59) se dobivaat vrednostite 

na koeficientite: 

 
3

1
1 C ;   

3

1
2 C  (3.60) 

So zamena na (3.60) vo ravenkata (3.58) se dobiva slobodniot odziv na siste-

mot: 

   tt

a eety 4

3

1

3

1    (3.61) 

Vkupniot vlez vo sistemot }e go poprimi sledniot oblik: 

  
  tt

t

v ee
dt

ed
x

dt

dx
tx 33

3

44 


  (3.62) 

Od definicijata za te`inskata funkcija sledi: 

  







 


0

2

0i

ii yC
t

;

;
   

0

0





t

t
 (3.63) 

so po~etni uslovi (po definicija): 

   00  ;   1
otdt

d
 (3.64) 

Bidej}i po~etnite uslovi (3.63) se sovpa|aat so po~etnite uslovi na sistemot 

(3.56) se dobiva: 

   41 1
( )

3 3

t t

at y t e e      (3.65) 
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Forsiraniot odziv na sistemot (3.55) za vlez daden so ravenkata (3.62) se 

opredeluva so pomo{ na konvolucioniot integral: 

       

t

vb dxtty
0

       deee

t

tt  


3

0

4

3

1
 

   ttt

b eeety  
6

1

2

1

3

1 34  (3.66) 

Totalniot odziv na sistemot (3.55) }e bide zbir od slobodniot odziv (3.61) i 

forsiraniot odziv (3.66), odnosno: 

       tt

ba eetytyty  
2

1

2

1 3  (3.67) 

 

Zada~a 3.9. Da se opredelat odzivite na sistemite opi{ani so svoite dife-

rencijalni ravenki (3.41) i (3.42), dadeni vo zada~a 3.7:  

a)  xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 485

2

2

3

3

   

b)  xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 464

2

2

3

3

  

ako se dadeni po~etnite uslovi za sistemite: 

   00 y ;   0
otdt

dy
;   1

2

2



ot
dt

yd
 (3.68) 

i ako na vlezot se dovede edine~na odsko~na funkcija: 

    tutx   

 

Re{enie: a)   Fundamentalnoto mno`estvo za sistemot e dadeno so ravenka 

(3.50), odnosno: 

  ttt teee 22 ;;       

Sloboden odziv na sistemot }e bide: 

   ttt

a teCeCeCty 2

3

2

21
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Koeficientite C1, C2 i C3 se opredeluvaat od po~etnite uslovi (3.68): 

   00 21  CCy  

 02 321 


CCC
dt

dy

ot

 (3.69) 

 144 3212

2





CCC
dt

yd

ot

 

So re{avawe na sistemot od linearni ravenki (3.69) se dobiva: 

 11 C ;   12 C ;   13 C  

odnosno, slobodniot odziv na sistemot }e bide:  

   ttt

a teeety 22    (3.70) 

Od definicijata za te`inskata funkcija sledi deka e: 

  







 


0

3

0i

ii yC
t

;

;
     

0

0





t

t
  

Po~etnite uslovi za te`inskata funkcija se dadeni po definicija:

   00  ;   0
otdt

d
;   1

2

2



ot
dt

d 
  

odnosno:  

   2 2( ) t t t

at y t e e te        (3.71) 

Za vlez vo sistemot:    tutx  , forsiraniot odziv se opredeluva so pomo{ na 

konvolucioniot integral:  

       

t

b dxtty
0

              duetee

t

ttt  


0

22   2) 

  
4

1

4

3

2

1 22   ttt

b eetety  (3.72) 

 
 
2) 

    Cax
a

e
dxxe

ax
ax 1

2
 

     Cdxex
a

n

a

ex
dxex axn

axn
axn 1  
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Totalniot odziv na sistemot (3.41) }e bide zbir od slobodniot odziv (3.70) i 

forsiraniot odziv (3.72), odnosno:  

       tt

ba teetytyty 22

2

1

4

1

4

1    (3.73) 

Proverka:   0
4

1

4

1

4

1

4

1

2

1
0

0

22 




t

tt etey ; 

 0
2

1

2

1


otdt

dy
; 

 1111
2

2



ot
dt

yd
 

b)   Fundamentalnoto mno`estvo za sistemot e dadeno so ravenka (3.52),  

odnosno: 

     tjtjt teee  112 ;;      

Sloboden odziv na sistemot }e bide: 

   tjtjt

a teCeCeCty )1(

3

)1(

2

2

1

   

Koeficientite C1, C2 i C3 se opredeluvaat od po~etnite uslovi (3.68): 

   00 321  CCCy  

 0)1()1(2 321 


CjCjC
dt

dy

ot

 (3.74) 

 1224 3212

2





jCjCC
dt

yd

ot

 

So re{avawe na sistemot od linearni ravenki (3.74) se dobiva: 

 
2

1
1 C ;    jC  1

4

1
2 ;    jC  1

4

1
3  

odnosno, slobodniot odziv na sistemot }e bide:  

       tjtjt

a ejejety )1()1(2 1
4

1
1

4

1

2

1    (3.75) 

Od definicijata za te`inskata funkcija sledi deka e: 

  







 


0

3

0i

ii yC
t

;

;
     

0

0





t

t
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Po~etnite uslovi za te`inskata funkcija se dadeni po definicija:

   00  ;   0
otdt

d
;   1

2

2



ot
dt

d 
  

odnosno:  

       tjtjt ejejet )1()1(2 1
4

1
1

4

1

2

1    (3.76) 

Za vlez vo sistemot:    tutx  , forsiraniot odziv se opredeluva so pomo{ na 

konvolucioniot integral:  

       

t

b dxtty
0

 = 

        duejeje

t

tjtjt 







 



0

))(1())(1()(2 1
4

1
1

4

1

2

1  

   tjtjt

b jejeety )1()1(2

4

1

4

1

4

1

4

1    (3.77) 

Totalniot odziv na sistemot (3.42) }e bide zbir od slobodniot odziv (3.75) i 

forsiraniot odziv (3.77), odnosno:  

       tjtjt

ba eeetytyty )1()1(2

4

1

4

1

4

1

4

1    (3.78) 

Ako re{enieto go napi{eme so primena na Ojlerovite formuli 3) se dobiva: 

 teety tt cos
2

1

4

1

4

1
)( 2    (3.79) 

odnosno: 

  
1 1

( ) 2cos
4 4

t ty t e e t     

 

3)   Ojlerovi formuli: 

   sincos jee xjx 
 

odnosno:  sincos je j   
2

cos



jj ee 

  

  sincos je j 
 

j

ee jj

2
sin
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OSNOVNI FUNKCII 

 

I. Edine~na otsko~na funkcija (Hevisajdova funkcija) 

 
 

 
 
















,0;1

0;1,0

0,;0

t

t

t

tu

           

      

          

 

 

Slika 3.3. Edine~na otsko~na funkcija 

 

 

II. Edine~na otsko~na funkcija so kasnewe 

 

 

 
 
















,;1

;1,0

,;0

0

0

0

0

tt

tt

tt

ttu

            

       

           

 

 

Slika 3.4. Edine~na otsko~na funkcija so kasnewe 
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III. Edini~na impulsna funkcija (Dirakova funkcija) 

      








tutut
1

lim
0

 

 

Slika 3.5. Edine~na impulsna funkcija  

Osobina:   1




 d   

IV. Edine~na rampa so kasnewe 

   
 

   






 




;;,;

,;0

0

0

00



            

               

ttttg

tt
dtuttr  

 

Slika 3.6. Edine~na rampa so kasnewe 

 

V. Edine~na parabola 

     
 

 






 



 00;,0;

0,;0

2 


               

              

tt

t
dptp  

odnosno: )()( 2 tuttp    
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Slika 3.7. Edine~na parabola 

VI. Edine~na eksponencijalna funkcija 

   
 

   

 















00;,0;

,;0;,0

0,;0




                 

                  

                  

te

t

t

te

t

 

ili:    tuete t  

 

Slika 3.8. Edine~na eksponencijalna funkcija 

 

Zada~a 3.10.  So primena na osobinata na selektivnost na impulsnata funk-

cija da se opredeli vrednosta na funkciite: 

a)   dtttty  

8

5

2 6)(   (3.80) 

b)   

4

0

7sin)( dtttty   (3.81) 

v)  dttttgety t 1
4

)( 







 





 


 (3.82) 

Re{enie:  Od osobinata na selektivnost na impulsnata funkcija sleduva: 

    00)( tfdttttf 




  (3.83) 
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So primena na ovaa osobina na konkretnite primeri }e se dobie: 

a)   366)(
6

2

8

5

2 
 t

tdtttty   (3.84) 

b)   0sin7sin)(
7

4

0


 t

tdtttty   (3.85) 

Vrednosta na funkcijata e ednakva na nula, bidej}i impulsnata funkcija se 

pojavuva nadvor od razgleduvaniot interval na integrirawe. 

v)   36788,0
4

1
4

)( 1

1


















 











 ettgedttttgety
t

tt 



 (3.86) 

 

Zada~a 3.11.  Slednata funkcija da se prika`e so pomo{ na posebnite (osnov-

nite) funkcii: 

 























6,0

63,4

31,1

1,0

)(

t

t

tt

t

tf

                 

                 

             

                 

 (3.87) 

Re{enie: Dadenata funkcija se skicira, a potoa se aproksimira so pomo{ 

na osnovnite funkcii, kako {to mo`e da se vidi od slika 3.9. 

 

 

Slika 3.9  Grafi~ki prikaz na funkcijata  f(t) 
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Spored toa funkcijata )(tf  mo`e da se napi{e kako zbir od posenite funk-

cii: 

 )6(4)3()1()1(2)(  tutrtrtutf  (3.88) 

 

Zada~a 3.12.  Da se opredeli odzivot vo vremenski domen i da se opredeli 

stalnata sostojba i preodniot odziv za 0t , za sistemot opi{an so negoviot 

matemati~ki model: 

  tx
dt

dy

dt

yd
 34

2

2

 (3.89) 

pri po~etni uslovi:   1;00 
otdt

dy
y          

ako na vlezot se dovede slednata funkcija, prika`ana na slika 3.10: 

 

Slika 3.10. Funkcija na vlez vo sistemot 

 

Re{enie:  - Fundamentalno mno`estvo: 

    

3;1

013

034

21

2







DD

DD

DD

 

  tt ee 3;     (3.90) 

 - Sloboden odziv na sistemot: 

   tt

a eCeCty 3

21

   (3.91) 

Koeficientite 1C  i 2C  se opredeluvaat od po~etnite uslovi: 

    00 21  CCy   

  1 23 1
t o

dy
C C

dt 
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od kade se dobiva: 

  
2

1
;

2

1
21  CC      

So zamena na vrednostite na koeficientite C1 i C2 vo ravenka (3.91) se dobiva 

slobodniot odziv na sistemot, odnosno: 

   tt

a eety 3

2

1

2

1    (3.92)  

 - Forsiran odziv na sistemot: 

Funkcijata koja se doveduva na vlezot od sistemot e prika`ana na slika 3.10. i 

mo`e da se napi{e vo sledniot oblik: 

         ttutrtutx 5,022          5,0tg  (3.93)  

      txtxtx 21   (3.94)  

Od definicijata za te`inskata funkcija sleduva: 

   















0;0

0;
2

1

t

tyC
t i

ii

             

     
   

Po~etnite uslovi za te`inskata funkcija se dadeni po definicija: 

    1;00 
otdt

d
          

od kade se dobiva:   tt eet 4

2

1

2

1    (3.95) 

Forsiraniot odziv za vlez    tutx 21   }e iznesuva: 

  

     

       









t

tt

t

b

duee

dxtty

0

3

0

11

2
2

1






 

  tt ee 3

3

1

3

1
1    

   3

1

2 1

3 3

t t

by t e e     (3.96) 
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Forsiraniot odziv za vlez   ttx 5,02   }e bide: 

        

t

b dxtty
0

22   

       

t

tt dee
0

3

2

1

2

1
  

   3

2

2 1 1 1

9 6 4 36

t t

by t t e e       (3.97)  

Vkupniot forsiran odziv }e iznesuva: 

 3

1 2

4 1 3 11

9 6 4 36

t t

b b by y y t e e         (3.98) 

Totalniot odziv pretstavuva suma od slobodniot i forsiraniot odziv: 

 34 1 1 7

9 6 4 36

t t

a by y y t e e          

 30,44 0,17 0,25 0,19t ty t e e       (3.99) 

- Stalna i preodna sostojba na odzivot: 

 psss yyy    ssa yy   i   
psb yy   

 
9

4

6

1
 tyss  0lim 


ss

t
y  (3.100) 

 
tt

ps eey  
4

1

36

7 3  0lim 


ps
t

y  (3.101) 

 

Zada~a 3.13. Matemati~kiot model od eden fizi~ki sistem e daden so difern-

cijalnata ravenka: 

                                       xy
dt

dy

dt

yd
 65

2

2

 (3.102) 

vlezot vo sistemot e  tx , a izlezot e  ty . 

a). Da se opredelat dve razli~ni osnovni mno`estva. 

b). Da se opredelat te`inskite funkcii za sekoe od osnovnite mno`estva 

najdeni pod (a). 

v). Da se opredeli edine~niot impulsen odziv za ovoj sistem. 
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Re{enie: a).   Se opredeluva osnovnoto (fundamentalnoto) mno`estvo:  

 0652  DD  

     032  DD     

odnosno: 3,2 21  DD       

Spored toa, prvoto osnovno mno`estvo }e bide: 

  tt ee 32 ;     (3.103) 

Osnovnoto mno`estvo ne e ednozna~no. Bilo koja linearna kombinacija od 

~lenovite na ve}e opredelenoto osnovno mno`estvo (3.103), koja e linearno 

nezavisna, }e pretstavuva novo osnovno mno`estvo. Za taa cel e dovolno da se 

formira kvadratna determinanta od red 2 h 2, koja e razli~na od nula, odnos-

no: 

  
 1 1 

1 0
 0 1 

   (3.104) 

Spored toa, vtoroto osnovno mno`estvo }e bide: 

      tztz 21 ,    

kade {to se:   tt eetz 32

1 11    

    tt eetz 32

2 10    

odnosno:   ttt eee 332 ;      (3.105) 

b).   Eden sistem ima samo edna te`inska funkcija: 

   















0;0

0;
2

1

t

tyC
t i

ii

             

     
   

    1,00
0


tdt

d
          

Proverka:   Se opredeluva te`inskata funkcija od prvoto osnovno mno`estvo 

(3.103), odnosno: 

 tt eCeCt 3

2

2

11 )(          

Od dadenite po~etni uslovi se dobiva: 

 tt eet 32

1 )(             (3.106) 
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Se opredeluva te`inskata funkcija od vtoroto osnovno mno`estvo (3.105): 

  tttttt eCeCeCeCeeCt 3

2

3

1

2

1

3

2

32

12 )()(       

Od   po~etnite uslovi sleduva: 

 
1332

0

211

211





CCC

CCC
                     1;2 12  CC      

odnosno: ttttt eeeeet 32332

2 2)(    

 tt eet 32

2 )(    (3.107) 

O~igledno e deka te`inskata funkcija e identi~na za dvete osnovni 

mno`estva. 

v).  Po definicija, edine~niot impulsen odziv e ednakov na te`inskata 

funkcija na sistemot. 

Dokaz:   Za po~etni uslovi ednakvi na nula slobodniot odziv na sistemot e ed-

nakov na nula, odnosno: 

    0tya  (3.108) 

Forsiraniot odziv se dobiva so pomo{ na konvolucioniot integral: 

              
   deedxtty

t

tt

t

b

0

32

0

][  

    
0

33

0
0

22
*)

33

0

22







   





  eeeedeedee t

t

tt

t

t  

   tt

b eety 32    (3.109) 

*) Se koristi selektivnoto svojstvo na impulsnata funkcija. 

Totalniot edine~en impulsen odziv }e bide: 

        teetytyty tt

ba    32  (3.110) 

 

Zada~a 3.14. Matemati~kiot model od eden fizi~ki sistem e daden so difern-

cijalnata ravenka: 

                                       xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 243

2

2

3

3

 (3.111) 
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Vlezot vo sistemot e  tx , a izlezot e  ty . Po~etnite uslovi na sistemot se: 

   2,0,00

0

2

2

0



 tt dt

yd

dt

dy
y                 (3.112) 

Vlezot vo sistemot e edine~na impulsna funkcija:    ttx  . 

Da se opredelat slednite odzivi: slobodniot, forsiraniot, totalniot, kako i 

preodnata i stalnata sostojba na odzivot. 

 

Re{enie: -    Fundamentalno (osnovno) mno`estvo: 

 0243 23  DDD   

     0111  jDjDD  

 11 D ;  jD  12 ;  jD  13  

     tjtjt eee  11 ;;        (3.113) 

- Sloboden odziv na sistemot: 

   tjtjt

a teCeCeCty )1(

3

)1(

21

   

Od po~etnite uslovi na sistemot (3.112) se dobiva: 

   00 321  CCCy  

 0)1()1( 321 


CjCjC
dt

dy

ot

  

 222 3212

2





jCjCC
dt

yd

ot

 

odnosno: 

 21 C ;   12 C ;   13 C  

Spored toa, slobodniot odziv na sistemot }e bide:  

   tjtjt

a eeety )1()1(2    (3.114) 

- Te`inska funkcija na sistemot: 

   tjtjt teCeCeCt )1(

3

)1(

21
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Od po~etnite uslovi dadeni po definicija: 

   00 321  CCC  

 0)1()1( 321 


CjCjC
dt

d

ot


  

 122 3212

2





jCjCC
dt

d

ot


 

se dobiva: 11 C ;   
2

1
2 C ;   

2

1
3 C  

odnosno:  

   tjtjt eeet )1()1(

2

1

2

1    (3.115) 

- Forsiraniot (prinudniot) odziv na sistemot za vlez edine~na impulsna 

funkcija, spored definicija e ednakov na te`inskata funkcija: 

    tjtjt

b eeety )1()1(

2

1

2

1    (3.116) 

- Totalen (vkupen) odziv na sistemot: 

        tetytyty t

ba cos13  
 (3.117) 

-  Stalna i preodna sostojba na odzivot: 

 psss yyy    

 0ssy  0lim 


ss
t

y  (3.118) 

  tey t

ps cos13    0lim 


ps
t

y  (3.119) 

 

Zada~a 3.15. Da se opredeli: prigu{uvaweto na sistemot  , neprigu{enata 

prirodna frekfencija n , prigu{enata prirodna frekfencija d , pri-

gu{niot koeficient   i vremenskata konstanta   za sledniot sistem od vtor 

red: 

 xy
dt

dy

dt

yd
8842

2

2

  (3.120) 
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Re{enie: Op{tiot oblik na diferencijalnata ravenka od vtor red e: 

 
2

2 2

2
2 n n n

d y dy
y k x

dt dt
       (3.121) 

So sporeduvawe na ravenka (3.120) i (3.121) lesno mo`e da se dobijat baranite 

golemini  1k  : 

 
2

1
  - stepen na prigu{uvawe, 

 2n  - prirodna neprigu{ena frekfencija, 

 31 2   nd  - prirodna prigu{ena frekfencija, 

 1 n  - prigu{en koeficient, 

  
1

1 s


   - vremenska konstanta. 

 

Zada~a 3.16. Daden sistem e opi{an  so matemati~ki model, preku diferenci-

jalna ravenka od vtor red: 

  txy
dt

dy

dt

yd
222

2

2

  (3.122) 

Da se opredeli preskokot, vremeto na vospostavuvawe i vremeto na kasnewe 

na sistemot ako na vlezot se dovede edini~na otsko~na funkcija i ako 

po~etnite uslovi na sistemot se ednakvi na nula. 

 

Re{enie: Op{tiot oblik na diferencijalnata ravenka za sistem od vtor 

red e: 

 
2

2 2

2
2 n n n

d y dy
y k x

dt dt
        

So sporeduvawe na ravenka (3.122) i (3.123) lesno mo`e da se dobijat baranite 

golemini ( 1k  ): 

  707,0
2

2
  - stepen na prigu{uvawe, 

  
41,12 n  - prirodna neprigu{ena frekfencija. 
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Odzivot na sistem od vtor red za vlez edini~na otsko~na funkcija vo zavis-

nost od stepenot na prigu{uvawe prika`an e vo dijagramot na slika 3.10. 

Od dijagramot se ot~ituva: 

- Preskok:   %4Pr   

 

Slika 3.10.  Edine~en otsko~en odziv za sistem od vtor red 

 

- Vreme na vospostavuvawe (vreme potrebno da se postigne od 10% 

do 90% od krajnata vrednost na izlezot): 

  3,24,07,2 rnT  

  sT
n

r   63,1
3,2



 (3.123) 
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- Vreme na kasnewe (vreme potrebno da se postigne 50% od krajnata 

vrednost na izlezot): 

 )(061,1
2

5,15,.1
sT

n

k   


 (3.124) 

 

Zada~a 3.17. Edine~niot impulsen odziv na eden fizi~ki sistem, koj e 

opi{an so matemati~ki model od vtor red, iznesuva: 

 ( ) sinty t e t

  (3.125) 

Da se opredelat: prigu{uvaweto na sistemot  , neprigu{enata prirodna 

frekfencija n , prigu{enata prirodna frekfencija d  i vremenskata kons-

tanta   na sistemot. 

 

Re{enie: Edine~niot impulsen odziv e ednakov na te`inskata funkcija 

na sistemot (vidi zada~a 3.13), spored toa sledi: 

      1 11 1 1
( ) ( )

2 2 2

j t j tt jt jty t t e e e e e
j j j

 
          (3.126) 

Osnovnoto mno`estvo na sistemot }e bide: 

     1 1
;   

j t j t
e e
   

 (3.127) 

Karakteristi~nata ravenka na sistemot, spored Vietovite formuli, }e bide: 

    1 1 0D j D j             

odnosno: 2 2 2 0D D    (3.128) 

Spored toa matemati~kiot model za dadeniot fizi~ki sistem }e bide: 

  
2

2
2 2 2

d y dy
y x t

dt dt
    (3.129) 

So sporedba na ravenkata (3.129) so op{tiot oblik na matemati~kiot model 

na sistem od vtor red (vidi zada~a 3.15 i 3.16): 

 xy
dt

dy

dt

yd
nnn

22

2

2

2     
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se dobiva:  
2

2
   - stepen na prigu{uvawe, 

 2n   - prirodna neprigu{ena frekfencija, 

 21 1d n      - prirodna prigu{ena frekfencija, 

 1 n  - prigu{en koeficient, 

  
1

1 s


   - vremenska konstanta. 

 

Zada~a 3.18.  Daden e sledniot mehanizam (slika 3.11): 

 

Slika 3.11.  Skica na mehani~ki sistem 

 

Kade {to e: silata ( )f t  - vlez, a pomestuvaweto na klipot ( )y t  - izlez. 

a).  Da se opredelat: koeficientot na viskozno triewe B i krutosta na 

pru`inata K, taka {to izlezot ( )y t  }e ima krajna vrednost ( ) 1y   , a negovata 

promena nema preskok Pr 0% , koga silata ( )f t  ima oblik na edine~na ots-

ko~na funkcija. 

b).  Ako e 1M   koja }e bide vrednosta na vremeto na vospostavuvawe ?rT   

 

Re{enie: a). Matemati~kiot model za ovoj mehani~ki sistem }e bide (vidi 

poglavie 2.1.1): 

 
2

2

1
( )

d y B dy K
y f t

dt M dt M M
    (3.130) 

Od uslovot ( ) 1y    sledi op{tiot oblik na matemati~kiot model za sistem 

od vtor red (vidi zada~a 3.15 i 3.16): 

 
2

2 2

2
2 ( )n n n

d y dy
y f t

dt dt
      (3.131) 
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So sporedba na ravenkite (3.130) i (3.131) se dobiva: 

 21
n

K

M M
   od kade {to se dobiva: 

1
1;     nK

M
   

Od uslovot Pr 0%  od dijagramot na slika 3.10 sledi deka e 1  , odnosno: 

 2 n

B

M
   od kade se dobiva: 2B M  

b).  Za 1M   ravenkata (3.130) go poprima sledniot oblik: 

 
2

2
2 ( )

d y dy
y f t

dt dt
    (3.132) 

Vremeto na vospostavuvawe (vreme potrebno da se postigne od 10% do 90% od 

krajnata vrednost na izlezot) se ot~ituva od dijagramot na slika 3.10: 

  3,85 0,4 3,45n rT     

odnosno:  
3,45

3,45r

n

T s


      

 

Zada~a 3.19.  Mehanizmot pretstaven na slika 3.12 vo po~etniot moment  0t  

ima po~etna sostojba: 

                       sm
dt

dy
vmy

t

/1,0;01,00
0

0 


 (3.133) 

 

Slika 3.12.  Skica na mehani~ki sistem 

 

Potrebno e da se opredeli promenata na pozicijata na masata )(ty  vo zavis-

nost od promenata na silata )(tf , odnosno )(tf  e vlez, a )(ty  e izlez vo siste-

mot. 



3.  Linearni sistemi i diferencijalni ravenki 
 

135 

Vo po~etniot moment  0t  na masata M e dovedena sila vo oblik na otsko~na 

funkcija so intenzitet 20)( tf (N). Ako se dadeni slednite parametri: 

)/(4),/(6),(2 mNKmNsBkgM           , da se opredeli: 

a).   Kako }e se zadvi`i masata vo zavisnost samo od po~etnite uslovi? 

b).   Kako }e se zadvi`i masata samo pod dejstvo na nadvore{nata sila? 

v).   Kakva }e bide promenata na nejzinata pozicija koga }e se zemat predvid 

po~etnite uslovi i dejstvoto na silata  )(tf ? 

g).  Vo koja pozicija }e se stacionira masata po podolgo vreme na dejstvo na 

silata )(tf , odnosno koga t ? 

 

 Re{enie: Blok-dijagramot za dadeniot mehani~ki sistem, spored terminolo-

gijata na upravuva~kite sistemi, e prika`an na slika  3.13. 

Matemati~kiot model so koj se opi{uva ovoj tehni~ki sistem }e bide: 

    tfKy
dt

dy
B

dt

yd
M 

2

2

 (3.134) 

 

Slika 3.13.  Blok-dijagram za mehani~kiot sistem 

Za dadenite parametri na sistemot se dobiva: 

   tuy
dt

dy

dt

yd
20462

2

2

  (3.135) 

odnosno:     tuyDD 10232   (3.136) 

a). - Se opredeluva fundamentalnoto mno`estvo na sistemot: 

 0232  DD  

     021  DD     

odnosno: 2,1 21  DD       
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Spored toa, osnovnoto mno`estvo }e bide: 

  tt ee 2;     (3.137) 

-  Sloboden odziv na sistemot: 

   tt

a eCeCty 2

21

    

Od po~etnite uslovi na sistemot (3.133) se dobiva: 

  01,0)0( 21  CCy   

  1 22 0,1
t o

dy
C C

dt 

     

od kade se dobiva:  11,0;12,0 21  CC      

Spored toa, slobodniot odziv na sistemot }e bide: 

   tt

a eety 211,012,0    (3.138)  

 

Na slika 3.14 e prika`an dijagramot na slobodniot odziv, za dadenite 

po~etni uslovi na sistemot, dobien so pomo{ na softverskiot paket "MAT-

LAB". 

 
Slika 3.14.  Sloboden odziv na sistemot presmetan so pomo{ na "MATLAB" 

 

b). -  Se opredeluva te`inskata funkcija na sistemot: 

   tt eCeCt 2

21

   

Od po~etnite uslovi dadeni po definicija: 

   00 21  CC  
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 12 21 


CC
dt

d

ot


  

se dobiva: 11 C ;   12 C  

odnosno:   tt eet 2   (3.139) 

 - Forsiraniot (prinudniot) odziv na sistemot za vlez otsko~na funkcija, 

odnosno za    tutx 10 , se dobiva so pomo{ na konvolucioniot integral: 

  

     

     

0

2

0

10

t

b

t
t t

y t t x d

e e u d
 

   

 
   

  

     
 





 

odnosno:   tt

b eety 25105    (3.140) 

v).  Vkupniot odziv na sistemot }e bide: 

 )()()( tytyty ba    

 tt eety 289,488,95)(    (3.141) 

g).  Stalnata sostojba na odzivot }e bide: 

 ( ) 5ssy t   lim ( ) 0ss
t

y t


  (3.142) 

 

Na slika 3.15 e prika`an dijagramot na odzivot, za dadenite parametri na 

sistemot, dobien so pomo{ na softverskiot paket "MATLAB". 

 

Slika 3.15.  Odziv na sistemot presmetan so pomo{ na "MATLAB" 
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Zada~a 3.20.  Za primerot daden vo zada~a 2.2, kade {to se analizira uprosten 

model na edno vozilo, da se opredeli pomestuvaweto na kabinata na voziloto 

)(ty , za istite parametri na voziloto (M = 1000 kg, 312 10B    Ns/m, 320 10K    

N/m), ako vo daden moment  0t  se pojavi neramnina na patot koja iznesuva 

)(05,00 mx    , kako {to e prika`ano na slika 3.16. 

Po~etnite uslovi, odnosno pomestuvaweto na kabinata )0(y  i nejzinata brzi-

na (0)y  vo y-pravec se ednakvi na nula. 

 

Slika 3.16.   Uprosten model na vozilo 

 

Re{enie: Blok-dijagramot za uprosteniot model na vozilo, spored termino-

logijata na upravuva~kite sistemi, e prika`an na slika  3.17. 

 

Slika 3.17.  Blok-dijagram za model na vozilo 

 

Matemati~kiot model  na uprosteniot model na vozilo vo dvi`ewe, ako e ne-

ramninata na patot )(tx - vlez, a vertikalnoto pomestuvawe na kabinata na vo-

ziloto )(ty - izlez, za dadenite parametri na voziloto, e daden so ravenka 

(2.9): 
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 2 B K B K
D D y D x

M M M M

   
      

   
 (2.9) 

odnosno: 
2

2
12 20 12 20

d y dy dx
y x

dt dx dt
     (2.11) 

Op{tiot oblik na diferencijalna ravenka od vtor red ima oblik: 

 
2

2

2
2 n n r

d y dy dx
y k z x

dt dt dt
 

 
    

 
 (3.143) 

So sporedba na matemati~kiot model za uprosteniot model na vozilo (2.9) i 

(2.11) so op{tiot oblik na diferencijalnata ravenka (3.143), mo`e da se 

opredelat slednite parametri na voziloto za dinamikata na negovoto pomes-

tuvawe vo y - pravec: 

Prirodna neprigu{ena frekfencija:  20 4,472    /n

K
rad s

M
     

Prigu{uvawe na sistemot: 
1

1,342
2 n

B

M



   

Vremenska konstanta na sistemot: 
1 1

0,167  
6n

s


    

Bidej}i po~etnite uslovi se ednakvi na nula, slobodniot odziv na sistemot, 

isto taka, }e bide ednakov na nula, odnosno nema da ima nikakvo pomestuvawe 

na kabinata na voziloto vo y-pravec kako posledica od po~etnite uslovi: 

  0)( tya  (3.144) 

-  Osnovnoto mno`estvo na matemati~kiot model (2.11) se dobiva od karakte-

risti~nata ravenka: 

 2 12 20 0D D    

    2 10 0D D        

 1 22; 10D D         

odnosno:   2 10;t te e     (3.145) 

-  Te`inskata funkcija na sistemot }e bide: 

   2 10

1 2

t tt C e C e     
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Od po~etnite uslovi za te`inskata funkcija: 

   00 21  CC  

 1 22 10 1
t o

d
C C

dt





      

se dobiva: 1 0,125C  ;   2 0,125C    

odnosno:   2 100,125 0,125t tt e e     (3.146) 

- Forsiraniot (prinudniot) odziv na sistemot za vlez )(05,0)( tutx  : 

odnosno: 
 

 
0,05

( ) 12 20 0,05v

d u t
x t u t

dt

  
      

     1 2( ) 0,6 ( ) ( )vx t t u t x t x t     (3.147) 

se dobiva so pomo{ na konvolucioniot integral.  

Pri toa, poednostavno e ako desnata strana od ravenka (2.11), koristej}i go 

principot na superpozicija, se podeli na dva dela (3.147), odnosno: 

              1 1

0 0 0

0,6 0,6

t t t

by t t x d t d t d                         

od osobinite na impulsnata funkcija sledi (zada~a 3.13): 

    2 10

1 0,6 ( ) 0,6 0,125 0,125t t

by t t e e       

   2 10

1 0,075 0,075t t

by t e e    (3.148) 

Vtoriot del od prinudniot odziv }e bide:  

            2 10

2

0 0

0,125

t t
t t

by t t u d e e u d
 

     
         

    

   2 10

2 0,05 0,0625 0,0125t t

by t e e     (3.149) 

Vkupniot forsiran odziv }e iznesuva: 

 )()()( 21 tytyty bbb    

   2 100,05 0,0125 0,0625t t

by t e e     (3.150) 
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Na slika 3.18 se prika`ani dijagramite na dvata forsirani odzivi, za dade-

nite vlezovi na sistemot, dobieni so pomo{ na softverskiot paket "MAT-

LAB". 
 

 
 

Slika 3.18.  Forsirani odzivi na sistemot presmetani so pomo{ na "MATLAB" 

 

Vkupniot odziv na sistemot }e bide: 

 )()()( tytyty ba    

   2 100,05 ( ) 0,0125 0,0625t ty t u t e e      (3.151) 

Na slika 3.19 e prika`an dijagramot na odzivot, za dadenite parametri na 

sistemot, spored matemati~kiot model na sistemot daden so ravenka (2.11), 

dobien so pomo{ na softverskiot paket "MATLAB". 

 

Slika 3.19.  Odziv na sistemot presmetan so pomo{ na "MATLAB" 
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 Kakov odziv }e se dobie, odnosno kakvo }e bide pomestuvaweto na kabinata 

na voziloto vo y-pravec vo zavisnost od neramninata na patot, ako koefi-

cientot na viskozno triewe vo amortizerite se namali za tri pati (koga 

amortizerite }e se rasipat), odnosno: 

 4000  /B Ns m  

Vo ovoj slu~aj matemati~kiot model za uprosteniot model na vozilo, spored 

ravenka (2.9) }e bide: 

 
2

2
4 20 4 20

d y dy dx
y x

dt dx dt
     (3.152) 

So sporedba na matemati~kiot model (3.152) so op{tiot oblik diferencijal-

nata ravenka (3.143) se dobiva: 

 20 4,472  / ,     0,447,     0,5  n rad s s       

Od kade {to mo`e da se zaklu~i deka neprigu{enata prirodna frekfencija 

ostanuva nepromeneta, prigu{uvaweto na sistemot zna~itelno se namaluva, a 

za smetka na toa se zgolemuva vremenskata konstanta na sistemot. 

Od karakteristi~nata ravenka na sistemot: 

 2 4 20 0D D    

se dobiva osnovnoto mno`esvo: 

     2 4 2 4
;    

j t j t
e e
   

 (3.153)  

Te`inskata funkcija na sistemot }e bide: 

   21
sin 4

4

tt e t   (3.154) 

Za zadadeniot vlez za sistemot 1 2( ) 0,2 ( ) ( ) ( ) ( )vx t t u t x t x t     forsiraniot 

odziv }e iznesuva: 

 2

,1 0,05 sin 4t

by e t  (3.155) 

  2

,2 0,05 0,05 cos4 0,5sin 4t

by e t t    (3.156) 

odnosno vkupniot odziv }e bide: 

  2

,1 ,2( ) ( ) ( ) ( ) 0,05 0,05 cos4 0,5sin 4t

b b by t y t y t y t e t t       (3.157) 
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Slika 3.20.  Odziv na sistemot presmetan so pomo{ na "MATLAB" 

 

Na slika 3.20 e prika`an dijagramot na odzivot, za dadenite parametri na 

sistemot, spored matemati~kiot model na sistemot daden so ravenka (3.152), 

dobien so pomo{ na softverskiot paket "MATLAB". 

Od dobieniot dijagram mo`e da se zaklu~i deka voziloto vo ovoj slu~aj }e 

projavi zna~itelen preskok Pr 26%  vo odnos na stacionarnata sostojba i 

vremeto na stabilizirawe na odzivot }e se prodol`i, {to e posledica na na-

malenata funkcija na amortizerite. 

 

Zada~a 3.21.  Na slika 3.21 e prika`an uprosten model na mehani~ki mera~ na 

zabrzuvawe 1 (sli~no so slika 2.7, zada~a 2.3), koj e pricvrsten na nekoj pod-

vi`en objekt 2 (na primer na karoserijata na eden avtomobil). 

 

 

Slika 3.21.   Uprosten model na mehani~ki mera~ na zabrzuvawe 
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Vlez vo sistemot e zabrzuvaweto na objektot: 

 
2

21
12

( ) ( ) ( )
d z

x t a t D z t
dt

   , 

a izlez e relativnoto pomestuvawe na masata M vo odnos na kutijata na me-

ra~ot so masa 0 0M  , odnosno:   

 1 2( ) ( ) ( )y t z t z t  . 

Po~etnite uslovi na sistemot se ednakvi na nula, odnosno relativnoto po-

mestuvawe  e: (0) 0y   (m) i relativnata brzina na masata M e:  

 
0

(0) 0
t

dy
y

dt 

   (m/s). 

Da se opredeli kako }e se menuva relativnata pozicija na masata M  ( ) ?y t  , 

ako zabrzuvaweto na podvi~niot objekt 2 naglo se zgolemi na 1 m/s
2, odnosno 

 
2

21

2
( ) ( ) 1  /

d z
a t u t m s

dt
   ,  

ako e dadeno:   10  ,    0,2  / ,    1  /M g B Ns m K N m   . 

 

Re{enie: Blok-dijagramot za uprosteniot model na mehani~ki mera~ na 

zabrzuvawe, spored terminologijata na upravuva~kite sistemi, e prika`an na 

slika  3.22. 

 

Slika 3.22.  Blok-dijagram na mehani~ki mera~ na zabrzuvawe 

 

Matemati~kiot model za dadeniot mehani~ki sistem e daden so ravenka (2.17) 

vo zada~a 2.3: 

 
22

1

2 2
( )

d zd y B dy K
y a t

dt M dt M dt
     (3.158) 
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Za zadadenite parametri na sistemot se dobiva: 

 
2

2
20 100 ( )

d y dy
y a t

dt dx
    (3.159) 

So sporedba na ravenka (3.159) so op{tiot matemati~ki model na sistem od 

vtor red se dobiva: 

 10  / ,     1,     0,1  n rad s s      

Bidej}i po~etnite uslovi se ednakvi na nula i slobodniot odziv na sistemot, 

isto taka, }e bide ednakov na nula, odnosno: 

  0)( tya   

Od karakteristi~nata ravenka na sistemot: 

 2 4 20 0D D    (3.160) 

odnosno:  
2

10 0D   

se dobiva osnovnoto mno`esvo: 

  10 10;    t te te   (3.161)  

Te`inskata funkcija na sistemot }e bide: 

   10tt te   (3.162) 

Za zadadeniot vlez vo sistemot: 

 
2

1

2
( ) ( ) ( )

d z
x t a t u t

dt
    

prinudniot odziv na sistemot se opredeluva so pomo{ na konvolucioniot 

integral: 

         10( )

0 0

( )

t t

t

by t t x d t e u d                

od kade se dobiva: 

   10 101 1 1

100 100 10

t t

by t e te     (3.163) 

Spored toa, vkupniot odziv na sistemot }e bide: 

 10 10( ) ( ) ( ) 0,01 0,01 0,1t t

a by t y t y t e te            za  0t   (3.164) 
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Stacionarnata sostojba na odzivot na sistemot iznesuva: 

 ( ) 0,01ssy t   0lim 


ss
t

y  (3.165) 

odnosno, po istekot na vremeto na smiruvawe na sistemot masata M }e se sta-

cionira na pozicija 10  y mm  od nultata pozicija, ako zabrzuvaweto na ob-

jektot se zgolemi na 1  2/m s . 

Na slika 3.23 e prika`an dijagramot na odzivot, za dadenite parametri na 

sistemot, spored matemati~kiot model na sistemot daden so ravenka (3.159), 

dobien so pomo{ na softverskiot paket "MATLAB". 

 

Slika 3.23.  Odziv na sistemot (3.159) presmetan so pomo{ na "MATLAB" 

 

Zada~i za ve`bawe: 

Zada~a 3.22.  Daden e matemati~kiot model od eden fizi~ki sistem: 

 a)  
2

2
4 2

d y
y x t

dt
   (3.166) 

 b)  
3

3

d y dy
x t

dt dt
   (3.167) 

Da se opredeli fundamentalnoto mno`estvo na sistemot. 

Re{enie: Fundamentalnoto mno`estvo na sistemot }e iznesuva: 

 a)  2 2;jt jte e    (3.168) 

 b)  0 2 2;   ;t jt jte e e   , odnosno   1; ;jt jte e       (3.169) 
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Zada~a 3.23.  Da se opredeli vrednosta na integralot: 

  cos 1tA e t t dt 






      za      ( / )rad s   (3.170) 

Re{enie: Se koristi selektivnoto svojstvo na impulsnata funkcija (vidi 

zada~a 3.10): 

 
1

1
cost

t
A e t

e



    (3.171) 

 

Zada~a 3.24.  Matemati~kiot model na eden sistem e daden so diferencijal-

nata ravenka: 

 
3 2

3 2
5 9 5 3

d y d y dy dx
y x

dt dt dt dt
      (3.172) 

Da se opredeli edine~niot impulsen odziv na sistemot. 

Re{enie: Edine~niot impulsen odziv na sistemot }e iznesuva (vidi za-

da~a 3.13 i 3.14): 

  ( ) 1 cost ty t e e t

     (3.173) 

 

POTSETUVAWE:  Edine~niot impulsen odziv e vremenskiot odziv na eden sistem koga na 
vlezot se dovede edine~na impulsna funkcija, a site po~etni uslovi na sistemot se ednakvi na 
nula. 

 

Zada~a 3.25.  Matemati~kiot model na eden fizi~ki sistem e daden so dife-

rencijalnata ravenka: 

 
2

2
5 6 5 6

d y dy dx
y x

dt dt dt
     (3.174) 

Vlezot vo sistemot e ( )x t , a izlezot ( )y t . Na vlezot e dovedena edine~na ots-

ko~na funkcija: ( ) ( )x t u t  

Da se presmeta vremenskiot odziv za ovoj sistem koga site po~etni uslovi se 

ednakvi na nula. 
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Re{enie: Edine~niot otsko~en odziv na sistemot }e iznesuva: 

 2 3( ) 1 2 3t t

uy t e e      (3.175) 

 

Zada~a 3.26.    Eden fizi~ki sistem e pretstaven so diferencijalnata ravenka: 

 
2

2
4 4 3 2

d y dy dx
y x

dt dt dt
     (3.176)  

a).  Da se opredeli te`inskata funkcija ( )t . 

b).  Da se opredeli edine~niot nagiben odziv na sistemot. 

Re{enie: a).  Te`inskata funkcija na sistemot }e iznesuva: 

 2( ) tt te   (3.177) 

b). Edine~niot nagiben odziv }e bide: 

 2 21 1 1
( ) ;        0

4 2 4

t t

ry t t e te t       (3.178) 

odnosno: 2 21 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 2 4

t t

ry t u t r t u t e r t e      

POTSETUVAWE:  Edine~niot nagiben odziv e vremenskiot odziv na eden sistem koga na 
vlezot se dovede edine~na rampa, a site po~etni uslovi na sistemot se ednakvi na nula. 
 
 

Zada~a 3.27.  Matemati~kiot model na eden fizi~ki sistem e daden so dife-

rencijalnata ravenka: 

 
3

3
( )

d y dy
x t

dt dt
   (3.179) 

Da se opredeli edine~niot impulsen odziv na sistemot. 

Re{enie: Edine~niot impulsen odziv na sistemot }e iznesuva: 

 ( ) 1 cos ,       0y t t t      (3.180) 

 

Zada~a 3.28.  Matemati~kiot model na eden fizi~ki sistem e daden so dife-

rencijalnata ravenka: 

 
2

2
4 2 ( )

d y
y x t

dt
   (3.181) 
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Da se opredeli edine~niot otsko~en odziv na sistemot. 

Re{enie: Edine~niot otsko~en odziv na sistemot }e iznesuva: 

  
1

( ) 1 cos 2 ,       0
2

uy t t t     (3.182) 

 

Zada~a 3.29.  Matemati~kiot model na eden sistem e pretstaven so diferen-

cijalnata ravenka: 

  txy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 8126

2

2

3

3

 (3.183) 

Vlezot vo sistemot e:    tutx 2  i dadeni se po~etnite uslovi: 

   0;1;00

0

2

2



 tot dt

yd

dt

dy
y            (3.184)  

Da se opredelat :  fundamentalnoto mno`estvo, slobodniot odziv,  forsira-

niot odziv i  totalniot odziv.  

Re{enie: Totalniot odziv na sistemot }e iznesuva: 

     ttt etteetuty 2222

2

3

2

1

4

1

4

1    (3.185)  

 

Zada~a 3.30. Da se opredeli odzivot na sistemot za 0t ,opi{an so negoviot 

matemati~ki model preku diferencijalna ravenka: 

a). xy
dt

dy

dt

yd
442

2

2

  (3.186) 

b). xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 463

2

2

3

3

 (3.187) 

Pri po~etni uslovi: 

  
2

2

0

0 1;     2;     1
t o t

dy d y
y

dt dt 

    (3.188) 

ako na vlezot se dovede edine~na otsko~na funkcija    tutx  . 
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Re{enie: Odzivot na sistemot }e bide: 

 a).   ( )y t   (3.189) 

 b).   ( )y t   (3.190) 

 

Zada~a 3.31.    Matemati~kiot model na eden fizi~ki sistem e daden so dife-

rencijalnata ravenka: 

 
3 2

3 2
4 6 4 10

d y d y dy
y x

dt dt dt
     (3.191) 

Po~etnite uslovi na sistemot se ednakvi na nula. Na vlezot e dovedena pobuda 

vo oblik na edine~na rampa. 

Da se opredeli vremenskiot odziv na sistemot. 

Re{enie: Edine~niot nagiben odziv iznesuva: 

 215 5 5 5
( ) cos

4 2 4 42

t t

ry t t e e t
   

      
 

 (3.192) 

 

Zada~a 3.32. Matemati~kiot model od eden fizi~ki sistem e daden so dife-

rencijalnata ravenka: 

                                       
2

2
2 2 10 20

d y dy dx
y x

dt dt dt
     (3.193) 

Vlezot vo sistemot e  tx , a izlezot e  ty . Po~etnite uslovi na sistemot se: 

  
0

0 0, 1
t

dy
y

dt 

         (3.194) 

Vlezot vo sistemot e:   tx t e . 

Da se opredeli vremenskiot odziv na sistemot. 

Re{enie: Vremenskiot odziv na sistemot iznesuva: 

 ( ) 10 10 cos sint t ty t e e t e t      (3.195) 
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Zada~a 3.33. Da se opredeli forsiraniot odziv na eden fizi~ki sistem 

pretstaven so matemati~kiot model: 

                                       
2

2
4 4 3 2

d y dy dx
y x

dt dt dt
     (3.196) 

ako na vlezot vo sistemot e dovedena pobudata: 

 a).  3( ) ;             0tx t e t   (3.197) 

 b).  
32 ( ) 3 ;        0

( )
0 ;                        0

tu t e t
x t

t

  
 


 (3.198) 

Re{enie: Forsiraniotot odziv na sistemot iznesuva: 

 a).   2 2 3( ) 7 7 7t t t

by t e te e      (3.199) 

 b).   2 2 3( ) 1 6 3 7t t t

by t e te e       (3.200) 

 

Zada~a 3.34. Matemati~kiot model od eden fizi~ki sistem e daden so dife-

rencijalnata ravenka: 

                                       
2

2
3 2 2

d y dy
y x

dt dt
    (3.201) 

Vlezot vo sistemot e  tx , a izlezot e  ty . Po~etnite uslovi na sistemot 

seednakvi na nula. 

Na vlezot e dovedena pobudata:   sinx t t . 

Da se opredelat: slobodniot, forsiraniot i totalniot odziv na sistemot. 

Re{enie: Slobodniot odziv na sistemot }e bide:       ( ) 0ay t  . 

Totalniot odziv na sistemot }e bide ednakov na forsiraniot odziv: 

  21
( ) ( ) 5 2 sin 3cos

5

t t

by t y t e e t t       (3.202) 

Zada~a 3.35. Da se opredeli: prigu{uvaweto na sistemot  , neprigu{enata 

prirodna frekfencija n , prigu{enata prirodna za~estenost d , prigu{ni-

ot koeficient   i vremenskata konstanta   za sledniot sistem od vtor red: 
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2

2
5 7 7

d y dy
y x

dt dt
    (3.203) 

Re{enie: (Vidi zada~a 3.15 i 3.16): 

 
5 3 5 2

,     7,     ,     = ,     
2 2 52 7

n d         (3.204) 

 

Zada~a 3.36. Daden e mehanizmot (slika 3.24): 

 

Slika 3.24.  Skica na mehani~ki sistem 

 

Parametrite na sistemot se: 20,    1,    4,    3kM M B K   . 

Na vlezot e dovedena silata: 2( ) tf t te . 

Da se opredeli odzivot na sistemot ( )y t  ako po~etnite uslovi na sistemot se 

ednakvi na nula. 

 

Re{enie: Vremenskiot odziv na sistemot iznesuva: 

 3 21 1
( )

2 2

t t ty t e e te      (3.205) 
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                     ^ETVRTA   
GLAVA 

 

 

 

 
 

4.  LAPLASOVA TRANSFORMACIJA  I  
NEJZINA PRIMENA 

 

4.1.  Laplasova transformacija 

 

Vo tabela 4.1 se pretstaveni Laplasovite transformacii za funkciite koi 

}e bidat naj~esto upotrebuvani. Tabelata ne e potpolna, no koga }e se koristi 

zaedno so osobinite na Laplasovata transformacija i so postapkite za razvoj 

na prosti dropki, taa e dovolna za re{avawe na site problemi koi }e bidat 

obrabotuvani. Vo prilog na ovaa kniga e dadena pro{irena tabela na Lapla-

sovi transformacii za po{irok opseg na funkcii. 

Laplasovata transformacija e linearen operator i za nea va`i zakonot za 

superpozicija: 

                                               
1 1

n n

i i i i

i i

a x t a x t
 

 
 

 
 L L  (4.1) 

-1 -2 -3 

-j 

-j2 

 j2 

 j 

1 

 

 j 

s0=-2+j 

45 90 
135 

135 

180 
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Dokaz: 

   

 

  

1 10

1 0

1

n n
st

i i i i

i i

n
st

i i

i

n

i i

i

a x t a x t e dt

a x t e dt

a x t





 









   
     

   

 
  

 



 

 



L

L

 

 

Tabela 4.1.  Laplasovi transformacii na osnovnite funkcii 

Vremenska funkcija Laplasova  
transformacija 

Edine~na impulsna  t  1 

Edine~na otsko~na  u t  
1

s
 

Edine~na rampa t  
2

1

s
 

Edine~na parabola 2t  
3

2

s
 

Polinom nt  
1

!
n

n

s 
 

Eksponencijalna ate  
1

s a
 

Sinusoidalna sin t  
2 2s




 

Kosinusoidalna cos t  
2 2

s

s 
 

Prigu{ena sinusoidalna sinate t  
 

2 2s a



 
 

Prigu{ena kosinusoidalna cosate t  
 

2 2

s a

s a 



 
 

 

 

Zada~a 4.1.  Koristej}i ja definicijata za Laplasova transformacija, da se 

opredeli kompleksniot lik na funkcijata: 

                                                                   ( ) tf t e  (4.2) 
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Re{enie: 

                                  1 1

0 0
0

1 1

1 1

s t s tt t ste e e dt e dt e
s s 

 
     






          L         (4.3)        

            

Zada~a 4.2.  Da se opredeli Laplasovata transformacija (LT) za funkcijata: 

                                                               23 4t tf t e e    (4.4) 

Re{enie: Se koristi principot na superpozicija za Laplasovata trans-

formacija, odnosno osobinata 1: 

                                                    1 1 2 2 1 1 2 2a f t a f t a F s a F s    L  (4.5) 

Kade {to se:    1 1F s f t   L        i         2 2F s f t   L  (4.6) 

Spored toa, koristej}i ja osobinata (4.5), relaciite (4.6) i tabela 4.1, se do-

biva: 

  2 3 4
3 4

1 2

t tf t e e
s s

               
L L L  

 

Zada~a 4.3. Da se opredeli inverznata LT ako e daden kompleksniot lik: 

                                                          
4 5

1 3
F s

s s
 

 
 (4.7) 

Re{enie: Se koristi principot na superpozicija za inverznata Laplasova 

transformacija, odnosno osobinata 2: 

                                                1

1 1 2 2 1 1 2 2b F s b F s b f t b f t     L  (4.8) 

Kade {to se:    1

1 1f t F s   L        i         1

2 2f t F s   L  (4.9) 

Koristej}i ja osobinata (4.8), relaciite (4.9) i tabela 4.1, se dobiva: 

 1 1 1 31 1
( ) 4 5 4 5

1 3

t tF s e e
s s

       
          

L L L  
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Zada~a 4.4.      Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkcijata : 

                                                                  3

1

td
f t e

dt

  (4.10) 

Re{enie: Se koristi osobinata: Laplasova transformacija od izvod na 

funkcija, odnosno osobinata 3: 

                                                            0
df

sF s f
dt

 
  

 
L  (4.11) 

Kade {to se:                                    F s f t   L     i     (4.12) 

 
0

0 lim ( )
x

f f t





 - po~etna vrednost, odnosno desen limes na funkcijata  f t     

  

Koristej}i ja osobinata (4.11), relaciite (4.12) i tabela 4.1, se dobiva: 

3 1
;

3

te
s

    
L         3

0
lim 1t

x
e






  

  3

1

1 3 3
1

3 3 3

td s s
f t e s

dt s s s

   
             

L L  

 

Zada~a 4.5.    Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkcijata :    

                                                              2

1

0

t

f t e d    (4.13) 

Re{enie: Se koristi osobinata: Laplasova transformacija od integral, 

odnosno osobinata 4: 

                                                        
 

0

t F s
f d

s
 

 
 

 
L  (4.14) 

So koristewe na osobina (4.14) i tabela 4.1, se dobiva: 

 2 1

2

te
s

    
L  ;         2

1

0

1 1

2

t

f t e d
s s

 
 

        
L L    
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Zada~a 4.6.  Da se opredeli grani~nata vrednost, odnosno po~etnata vrednost 

na funkcijata:  

                                                                5

0
lim ?t

t
e


  (4.15)  

Re{enie: Se koristi osobinata 5 za po~etna vrednost  0f   na funkcijata 

 f t , odnosno teorema za po~etna vrednost: 

                                                       
0

0 lim lim
t s

f f t sF s

 
    (4.16) 

So koristewe na osobina (4.16) i tabela 4.1, se dobiva: 

   
0

1 1
0 lim lim lim 1

3 1 3t s s
f f t s

s s



  
    

 
 

Zada~a 4.7.  Da se opredeli grani~nata vrednost, odnosno krajnata vrednost 

na funkcijata:  

                                                         3lim 1 ?t

t
e


   (4.17) 

Re{enie: Se koristi osobinata 6 za krajna vrednost  f   na funkcijata 

 f t , odnosno teorema za krajna vrednost: 

                                                    
0

lim lim
t s

f f t sF s
 

    (4.18) 

So koristewe na osobina (4.18) i tabela 4.1, se dobiva: 

   
3 1 1 3 3

1
3 3 3

t s s
e

s s s s s s

  
         

L ; 

 
 

3

0

3
lim 1 lim 1

3

t

t s

s
e

s s



 
  


   

 

Zada~a 4.8.      Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkcijata: 

                                                                   3
1

t

f t e


   (4.19) 



4.  Laplasova transformacija i nejzina primena 
 

158 

Re{enie: Se koristi osobinata 7 za Laplasova transformacija od funkci-

jata 
t

f
a

 
 
 

,  koja u{te se narekuva "vremenska razmera": 

                                                       
t

f aF as
a

  
  

  
L  (4.20) 

Spored toa, funkcijata (4.19) mo`e da se pretstavi kako:  1 1
3

t
f t f

 
  

 
. 

Od tabela 4.1 se opredeluva:   
1

1

te
s

    
L ,  pa spored osobina (4.20) i za  

3a   se dobiva:          3
1

1 1
3

13 3 1

3

t
t

f e
s

s

   
            

L L  

 

Zada~a 4.9.      Da se opredeli  inverznata Laplasovata transformacija od 

funkcijata: 

                                                                1

1

4 3
F s

s



 (4.21) 

Re{enie: Se koristi osobinata 8 za inverzna Laplasova transformacija od 

funkcijata 
s

F
a

 
 
 

,  koja u{te se narekuva "frekfentna razmera": 

                                                         1 s
F a f at

a

   
   

  
L  (4.22) 

Funkcijata (4.21) mo`e da se pretstavi kako:  1 1

1

1 4
3

1 4

s
F s F

s

 
  

  

. 

Od tabela 4.1 se opredeluva:   1 31

3

te
s

  
  

L ,  pa spored osobina (4.22) i za  

1

4
a   se dobiva:    

3
3

1 1 4 4
1 1 1

1 4 4 4
3

1 4

t
ts

e e
s

 
 

 
  

    
   
  

L L                 
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Zada~a 4.10.      Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkcijata: 

                                                      
 3 2

1

2

0 2

t
e t

f t
t

  
 


 (4.23) 

Re{enie: Se koristi osobinata 9 za Laplasova transformacija od funkci-

jata  f t T ,  odnosno ~isto vremensko zakasnuvawe: 

                                                      sTf t T e F s   L  (4.24) 

So koristewe na osobina (4.24) i tabela 4.1,  se dobiva: 

3 1

3

te
s

    
L ;    2T   

   3 2 2

1

1

3

t sf t e e
s

          
L L  

 

Zada~a 4.11.      Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkcijata: 

                                                            3

0 cos2tf t e t      (4.25) 

Re{enie: a).  Se koristi osobinata 10 za Laplasova transformacija od 

prigu{eni funkcii,  odnosno: 

                                                      ate f t F s a    L  (4.26) 

So koristewe na osobina (4.26) i tabela 4.1,  se dobiva: 

  2
cos 2

4

s
t

s



L ;   3a   

 
 

 
3

0 2 2

3 3
cos 2

6 133 4

t
s s

f t e t
s ss


 

           
L L  

b). Kompleksniot lik na funkcijata (4.25) mo`e da se opredeli so primena na 

osobina 11 za Laplasova transformacija od proizvod na dve funkcii, odnosno 

so pomo{ na kompleksniot konvolucionen integral: 

                                          1 2 1 2

1

2

c j

c j

f t f t F F s d
j

  


 

 

     L  (4.27) 
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So koristewe na osobina (4.27) i tabela 4.1,  se dobiva: 

 1 cos2f t t ;   1 2 4

s
f t

s
   

L , 

  3

2

tf t e ;    2

1

3
f t

s
   

L , 

 
 

3

0 2 2

1 1 3
cos 2

2 4 3 6 13

c j

t

c j

s
f t e t d

j s s s




  

 



 

   
                    

L L  

Detalnoto presmetuvawe na ovoj integral ne e dadeno ovde, bidej}i toa prets-

tavuva slo`ena postapka. Postojat, sepak, mnogu primeri vo posovremeniot 

tretman na teorijata na sistemite vo koi kompleksnata konvolucija mo`e da 

bide efikasno primeneta. 

 

Zada~a 4.12.      Da se opredeli  inverznata Laplasova transformacija od 

funkcijata: 

                                                           
   0 23 4

s
F s

s s


  
 (4.28) 

Re{enie: a).  Se koristi osobinata 12 za inverzna Laplasova transforma-

cija od proizvod na dva kompleksni lika,  odnosno so pomo{ na konvolucio-

nite integrali: 

                             1

1 2 1 2 2 1

0 0

t t

F s F s f f t d f f t d     
 

           L  (4.29) 

So koristewe na osobina (4.29) i tabela 4.1,  se dobiva: 

   1

1

3
F s

s



;    1 31

3

te
s

  
  

L  

   2 2 4

s
F s

s



;  1

2
cos 2

4

s
t

s

  
  

L  

  
  

 31 1

0 2

0

cos 2
3 4

t
ts

F s e d
s s


 



  
 
       

   
L L  
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 3*

3 3 3

0 0

2sin 2 3cos 2
cos 2       

13

t tab
t t

te
e e d e



  
 



 




      

 
   

 
3

3 3
2sin 2 3cos 2 1 0 3 1

2sin 2 3cos 2 3
13 13 13

t

t t
e t t

e t t e 
  

     
 

 

 

Zada~a 4.13.      Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkcijata: 

                                                   104 610cos2   tt ettetf  (4.30) 

Re{enie: Se koristi tabela 4.1 i osobinite za Laplasovata transformaci-

ja, pri {to se dobiva: 

  
 

2 2

1
cos10

1 10

t s
e t

s

 
   

 
L , 

  4

5

4!
t

s
   L , 

  
1

1

te
s

    
L , 

   
10

10

1

s
t e

e
s


   

  
L  

Spored osobinata 1 }e bide: 

   
  10

2 5

2 1 24 6

2 101 1

ss e
F s f t

s s s s


        
L  

 

 

 

 

*)   

 
2 2

sin cos
cos

ax

ax
e x a x

e x dx C
a
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Zada~a 4.14.   Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkciite: 

 a).    ateat
a

tf  1
1

2
 (4.31) 

 b).   atattf 22 sincos   (4.32) 

 v).   attf 2cos  (4.33) 

Re{enie: So koristewe tabela 4.1 i osobinite za Laplasovata transfor-

macija, se dobiva: 

a).        2 2 2 2

1 1 1 1
( ) 1 at atF s f t at e at u t e

a a a a

  
                 

 
L L L L L  

 
 2 2 2

1 1 1 1a

a s s s a s s a

 
    

  
 (4.34) 

b).          2 2

2 2
cos sin cos 2

4

s
F s f t at at at

s a
             

L L L  (4.35) 

v).     
 

2 2
2

2 2 2 2

1 1 1 2
cos 1 cos 2

2 2 4 4

s s a
F s at at

s s a s s a

   
               

L L  (4.36) 

Zada~a 4.15.      Da se opredeli  Laplasovata transformacija od funkciite 

pretstaveni grafi~ki na slika 4.1: 

                   
                          a).                                                           b).                                                          v). 

             
                           g).                                                           d). 

Slika 4.1.  Grafi~ki prikaz na funkciite 
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Re{enie:  

a).  Funkcijatata prika`ana na slika 4.1. (a), so pomo{ na posebnite funkcii 

mo`e da se pretstavi vo oblik: 

                                                          32  tututf  (4.37) 

toga{ nejzinata Laplasova transformacija }e ima oblik: 

                3 31 1 1
2 3 2 1 2s sF s f t u t u t e e

s s s

                  L L L  (4.38) 

b).  Funkcijatata prika`ana na slika 4.1. (b), mo`e da se pretstavi vo oblik: 

                                                                2f t r t r t    (4.39) 

od kade se dobiva: 

                 2 2

2 2 2

1 1 1
2 1s sF s f t r t r t e e

s s s

                  L L L  (4.40) 

v).  Funkcijatata prika`ana na slika 4.1. (v), so pomo{ na posebnite funkcii 

mo`e da se pretstavi vo oblik: 

                                                      atuatututf 22   (4.41) 

pa spored toa, od ravenka (4.41) se dobiva: 

           2 2F s f t u t u t a u t a                   L L L L  

    
2

21 1 1 1
2 1as as asF s e e e

s s s s

        (4.42) 

g).  Funkcijata dadena na slika 4.1.(g), mo`e da bide pretstavena vo oblik: 

                                                     422  trtrtrtf  (4.43) 

toga{ nejzinata Laplasova transformacija }e ima oblik: 

          2 2 4F s f t r t r t r t                   L L L L  

    
2

2 4 2

2 2 2 2

1 1 1 1
2 1s s sF s e e e

s s s s

        (4.44) 

d).  Funkcijatata prika`ana na slika 4.1.(d), pretstavena so pomo{ na poseb-

nite funkcii }e bide: 

          1 1 2 2f t u t t u t t a u t t u t t a                 (4.45) 
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Nejzinata Laplasova transformacija }e ima oblik: 

             1 1 2 2F s f t u t t u t t a u t t u t t a                            L L L L L

         1 21 2 1 2
1 1 1 1 1

1
t a s t a st s t s t s t s asF s e e e e e e e

s s s s s

                (4.46) 

 

Zada~a 4.16.   Da se opredeli  Laplasovata transformacija za funkcijata: 

             
















0

4

1
)(

t

o

tf       

1

1 3

3 6

6

t

t

t

t



 

 



 (4.47) 

Re{enie: Funkcijata dadena so ravenka (4.47), grafi~ki e prika`ana na 

slika 3.9. i pretstavena e so pomo{ na posebnite funkcii vo zada~a 3.11, od-

nosno: 

( ) 2 ( 1) ( 1) ( 3) 4 ( 6)f t u t r t r t u t         

Spored toa se dobiva: 

  3 6

2 2

1 1 1 1
( ) 2 4s s s sF s f t e e e e

s s s s

         L  

 

Zada~a 4.17.   Da se opredeli  Laplasovata transformacija za funkcijata: 

           

0

2
( )

6

0

f t
t





 
 


      

5

54

42

2









t

t

t

t

 (4.48) 

 

Re{enie: Funkcijata dadena so ravenka (4.48), grafi~ki e prika`ana na 

slika 4.2. i ednostavno mo`e da bide pretstavena so pomo{ na posebnite 

funkcii: 

                                  )5()5()4()2(2)(  tutrtrtutf  (4.49) 
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         1 2 3         4          5         6          

1

2

3

4

 

Slika 4.2.  Grafi~ki prikaz na funkcijata (4.48) 

 

Laplasova transformacija na funkcijata (4.49) }e bide: 

2 4 5 5

2 2

1 1 1 1
( ) 2 s s s sF s e e e e

s s s s

        

 

Zada~a 4.18.   Da se opredeli originalot na kompleksniot lik, odnosno da se 

presmeta  inverznata Laplasova transformacija za funkciite: 

a).   2

1

4
F s

s



 b).   2

1

9

ss
F s e

s

 
  

 
 

v).   2

3 5

4

s
F s

s





 g).  

 2 1

se
F s

s s






 (4.50) 

Re{enie: Originalot na dadenite kompleksni likovi }e se opredeli, ko-

ristej}i ja tabelata 4.1 na Laplasovite transformacii na poedini funkcii i 

osobinite na Laplasovata transformacija, i pritoa se dobiva: 

a).                1 1

2

1 2 1
sin 2

2 4 2
f t F s t

s

   
       
L L  (4.51.a) 

b).     1 1 1

2 2

1 1 3

2 9 3 9

s ss
f t F s e e

s s

       
              
L L L  

  
   

1
cos3 1 sin 3 1 ;        1

3

0;                                              1

t t t
f t

t


   

 
 

 (4.51.b) 
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v).    1 1 1

2 2

5 2
3

4 2 4

ss
f t F s e

s s

      
             
L L L  

  
5

3cos 2 sin 2
2

f t t t   (4.51.v) 

g).    1 1 1

2

1

1

s ss
f t F s e e

s s

       
             
L L L  

  
   1 cos 1 ;      1

0;                                  1

u t t t
f t

t

   
 


 (4.51.g) 

ili napi{ano vo drug oblik }e bide: 

      1 cos 1 1f t t u t        

 

Zada~a 4.19.   Da se opredeli vremenskata funkcija za kompleksniot lik: 

a).     
 n

as

b
sF


   ,              b).    

jbas

jdc

jbas

jdc
sF









  (4.52) 

Re{enie: Originalot na funkcijata  sF  se opredeluva so pomo{ na in-

verznata Laplasova transformacija: 

a).    
   

1
1 1 1

1 !

n
at

n

t
f t F s b b e

ns a


  

 
          

L L  (4.53.a) 

b).    
  

 

  

 
1 1

2 22 2

c jd s a jb c jd s a jb
f t F s

s a b s a b

 
      

       
     

L L  

 
 

     
1 1 1

2 2 22 2 2
2 2 2

c s a bd s a b
c d

s a b s a b s a b

  
       

       
               

L L L  

    2 cos sinatf t e c bt d bt     (4.53.b) 

 

Zada~a 4.20.   Da se doka`e deka va`i: 

                          
0

1st s
f at f at e dt F

a a



  
     

 
L  (4.54) 

ako e:             F s f t   L  
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Re{enie: Ako vo integralot vo ravenkata (4.54), se vovede smena at  , t.e. 

a
t


 ,  se dobiva: 

                   
0 0

1 1
s

s
a a

s
f at f e d f e d F

a a a a




  
 

 
    

        
   

 L  (4.55) 

 

Zada~a 4.21. So pomo{ na konvolucioniot integral (osobina 12) da se opre-

deli originalot na kompleksniot lik: 

                                                    
  

1

1 2
F s

s s


 
 (4.56) 

Re{enie: Funkcijata  sF  mo`e da se pretstavi vo oblik na proizvod od 

kompleksni likovi : 

     sFsFsF 21   

Kade {to se:                    
1

1
1




s
sF ;           

2

1
2




s
sF  (4.57) 

Spored tabela 4.1 originalite na kompleksnite likovi   sF1  i  sF2  se: 

                            1

1

1

tf t e
s

 
   
L ;            2

2

1

2

tf t e
s

 
   
L  (4.58) 

Spored toa, originalot na kompleksniot lik  sF  se opredeluva so pomo{ na 

integralot na konvolucija, odnosno spored ravenka (4.29): 

       1

1 2

0

t

f t F s f t f t d 


      L  

       2 2

0 0
0

1

t t
t t t t t t t

t
f t e e d e e d e e e e e e

   
 

                     

 

 



4.  Laplasova transformacija i nejzina primena 
 

168 

 

 

4.2.  Primena na Laplasovata transformacija 

 

Primenata na Laplasovata transformacija vo re{avaweto na linearnite di-

ferencijalni ravenki so konstantni koeficienti e od prvostepena va`nost 

za problemite na linearnite upravuva~ki sistemi. 

Matemati~kite modeli na linearnite upravuva~ki sistemi vo najop{t slu~aj 

se pretstaveni so diferencijalnata ravenka so konstantni koeficienti, vo  

oblik: 

                                                      
0 0

i jn m

i ji j
i j

d y d y
a b

dt dt 

   (4.59) 

kade {to se:   y t  - izlezot,  x t  - vlezot vo sistemot, a ia  i jb  se konstanti. 

Laplasovata transformacija na ravenkata (4.59) e dadena so: 

                 
11

1 1

0 0

0 0 0 0

jn i m
i i k k j j k k

i j

i k j k

a s Y s s y b s X s s x


   

   

     
          

      
     (4.60) 

kade {to se: 0
0

k
k

k
t

d y
y

dt 

 , 0,1,...   .., 1k n     - po~etni uslovi na izlezot, 

 0
0

k
k

k
t

d x
x

dt 

 , 0,1,...   .., 1k m     - po~etni uslovi na vlezot. 

Pri toa e koristena osobinata 3, odnosno Laplasova transformacija od izvod 

na funkcija (4.11): 

    0
dy

sY s y
dt

 
  

 
L  (4.61) 

kade {to e:     Y s y t   L  

Spored toa }e bide: 
2 .4.61

2
0t

d y d dy dy dy
s

dt dt dt dt dt 

      
         

     
L L L

rav

 

      1 2 1

0 0 00s sY s y y s Y s sy y      
 

 (4.62) 
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Analogno na toa se dobiva: 

  
3

3 2 1 2

0 0 03

d y
s Y s s y sy y

dt

 
    

 
L    i t.n. (4.63) 

Od ravenka (4.60) lesno mo`e da se opredeli Laplasovata transformacija na 

izlezot -  Y s , za sistemot opi{an so matemati~kiot model (4.59), odnosno: 

                    

   

1 1
1 1

0 0
0 0 0 0 0

0 0 0

a
b

jm m n i
j j k k i k k

j j i
j j k i k

n n n
i i i

i i i

i i i

Y sY s

b s b s x a s y

Y s X s

a s a s a s

 
   

    

  



 
 
   
 
 
 

  

  


LT na slobodniot odzivLT na prinudniot odziv

 (4.64) 

Odzivot na sistemot vo vremenski domen -  y t  }e se dobie kako inverzna Lap-

lasova transformacija od  Y s , pa spored toa }e bide: 

                                  1 1 1

b ay t Y s Y s Y s              L L L  (4.65) 

kade {to se:     1

b by t Y s   L  - prinuden (forsiran) odziv, 

    1

a ay t Y s   L  - sloboden odziv na sistemot. 

 

Zada~a 4.22. Za sistemite, ~ii matemati~ki modeli se zadadeni vo zada~a 3.9, 

za istite po~etni uslovi (3.68) i za vlez edini~na odsko~na funkcija 

   x t u t , da se opredeli odzivot na sistemite koristej}i ja Laplasovata 

transformacija: 

a)  xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 485

2

2

3

3

 (4.66)  

b)  xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
 464

2

2

3

3

 (4.67)  

za po~etni uslovi:     0 0 0y y   ;   1

0 0
t o

dy
y

dt 

  ;   
2

2

0 2
1

t o

d y
y

dt


   (4.68) 
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Re{enie: a). Odzivot na sistemot, opi{an so svojot matemati~ki model 

(diferencijalna ravenka 4.66), se opredeluva se koristewe na praviloto za 

Laplasova transformacija od izvod, odnosno relaciite od (4.60) do (4.64): 

                                     
3 2

3 2
5 8 4

d y d y dy
y x t

dt dt dt

 
        

 
L L  (4.69)  

Spored toa, za zadadenite po~etni uslovi (4.68) sledi: 

    0

dy
sY s y sY s

dt

 
   

 
L   

    
2

2 1 2

0 02

d y
s Y s sy y s Y s

dt

 
    

 
L  (4.70) 

    
3

3 2 1 2 3

0 0 03
1

d y
s Y s s y sy y s Y s

dt

 
      

 
L  

    
1

x t u t
s

       L L  

So zamena na relaciite (4.70) vo ravenka (4.69), lesno mo`e da se dobie Lapla-

sovata transformacija na odzivot na sistemot: 

  

   

3 2 3 2

1

1

5 8 4 5 8 4

b aY s Y s

sY s
s s s s s s

 
      

 

odnosno:  
 

    
2 2

1 1

1 2 2

s
Y s

s s s s s


 

  
 (4.71) 

Za opredeluvawe na odzivot vo vremenski domen -  ty , koj pretstavuva in-

verzna Laplasova transformacija na kompleksniot lik -  sY  , se koristi He-

visajdoviot parcijalen razvoj, spored koj se dobiva: 

  
 

11 21 22
3 2

2 2

C C C
Y s b

s s s
   

 
 (4.72) 

kade {to e  3 0b   za  n m .   
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Koeficientite ikC  vo ravenka (4.72) se opredeluvaat spored pravilata na He-

visajdoviot parcijalen razvoj, ili so pomo{ na grafi~ko opredeluvawe na re-

zidiumite, izlo`eni vo predavaweto po predematot "Osnovi na avtomatsko 

upravuvawe". Vo konkretniot primer tie   iznesuvaat: 

  11
= 0

1

4s
C s Y s    

                    












1

2

k

ni
    

2

21
=-2

1 1
2

1! 4s

d
C s Y s

ds
      
 

 (4.73) 

                    












2

2

k

ni
    

2

22
=-2

1
2

2s
C s Y s     

So zamena na vrednosta na koeficientite (4.73) vo ravenkata (4.72) se dobiva: 

 
 

2

1 1 1 1 1 1

4 4 2 2 2
Y s

s s s
     

 
 

odnosno odzivot na sistemot vo vremenski domen }e bide: 

                  
 

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1

4 4 2 2 2
y t Y s

s s s

   
    

                 

L L L L  (4.74) 

Za opredeluvawe na originalot od kompleksnata funkcija: 

 
 2

2

1




s
sF  

mo`e da se iskoristi konvolucioniot integral: 

                   21 1 1 2 2

1 2

0

1 1

2 2

t
t tF s F s F s e e d t e

s s

 
      

                 
L L L  

Mnogu poednostavno e ako se primeni tablicata i pravilata na Laplasovata 

transformacija.  Kako? 

Spored toa odzivot na sistemot vo vremenski domen, odnosno  vkupniot odziv 

na sistemot }e bide: 
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                                                       2 21 1 1

4 4 2

t ty t u t e te     (4.75) 

Odzivot (4.75) e identi~en so rezultatot dobien so re{avawe na diferenci-

jalnata ravenka vo vremenski domen (3.73), vo zada~a 3. 9.a. 

b). Se opredeluva Laplasovata transformacija na matemati~kiot model (di-

ferencijalna ravenka 4.66):  

  
3 2

3 2
4 6 4

d y d y dy
y x t

dt dt dt

 
        

 
L L  (4.76) 

Za zadadenite po~etni uslovi (4.68) se dobivaat istite relacii (4.70), i 

spored toa Laplasovata transformacija na odzivot na sistemot }e bide: 

   3 2 3 2

( ) ( )

1

1

4 6 4 4 6 4

b aY s Y s

sY s
s s s s s s

 
      

 

odnosno:  
   jsjsss

s
sY






112

1
 2) (4.77) 

2)  POTSETUVAWE: 

Od prostite mno`iteli na slobodniot ~len, so proverka, se bara edno mo`no re{enie na ra-

venkata 
3 24 6 4 0s s s    . Za konkretniot primer mo`ni re{enija se: -1, -2 i -4. 

O~igledno e, deka 1 2s    e edno re{enie. Drugite dve re{enija se dobivaat so delewe na 

polinomot  so re{enieto  2s  , odnosno: 

  

   

 

 

 

3 2 2

3 2

2

2

4 6 4 : 2 2 2

2

2 6

2 4

2 4

2 4

s s s s s s

s s

s s

s s

s

s

      











   

 - 

         

      - 

                  

               - 

 

Spored toa, drugite dve re{enija se dobivaat so re{avawe na kvadratnata ravenka: 

 2 2 2 0s s    

odnosno:   1 1 0s j s j      

od kade {to se dobiva: 2 1s j   , 3 1s j    
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So koristewe na Hevisajdoviot parcijalen razvoj, izrazot za kompleksniot 

lik na odzivot na sistemot -  sY ,  mo`e da se napi{e vo oblik: 

  
   

3111 21 41
3

2 1 1

CC C C
Y s b

s s s j s j
    

    
 (4.78) 

kade {to e  3 0b   za  n m .   

Koeficientite ikC  vo ravenka (4.78) se opredeluvaat spored pravilata na He-

visajdoviot parcijalen razvoj, i tie }e bidat:  

  11 =0

1

4s
C s Y s    

    21 =-2

1
2

4s
C s Y s     (4.79) 

    31 =-1+

1
1

4s j
C s j Y s       

    41 =-1-

1
1

4s j
C s j Y s       

So zamena na vrednosta na koeficientite (4.79) vo ravenkata (4.78) i so ko-

ristewe na inverznata Laplasova transformacija se dobiva: 

   1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1

4 4 2 4 1 4 1
y t Y s

s s s j s j

          
                         
L L L L L  

odnosno: 

        1 121 1 1 1

4 4 4 4

j t j tty t u t e e e
        (4.80) 

So primena na Ojlerovite formuli (zada~a 3.9) odzivot na sistemot se svedu-

va vo oblik: 

     21
2 cos

4

t ty t u t e e t       (4.81) 

koj isto taka se sovpa|a so rezultatot dobien vo zada~a 3.9.b. 

Od ovaa zada~a mo`e da se sogleda golemata prednost na primenata na Lapla-

sovata transformacija pri presmetka na odzivot na sistemite, kako vo poed-
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nostavuvawe na presmetkata taka i vo mo`nosta vedna{ da dojdeme do total-

niot odziv na sistemot, bez da se presmetuvaat slobodniot i prinudniot odziv 

posebno, a ~ie presmetuvawe, isto taka, e mo`no vo slu~aj na potreba. 

 

4.3.  Hevisajdova teorema za parcijalen razvoj na prosti dropki 

Poznato e deka Laplasovata transformacija
 
na odzivot  Y s , na linearni 

sistemi so konstantni koeficienti, se dobiva vo oblik na racionalni funk-

cii (koli~nik na polinomi od promenlivata  s ), odnosno: 

  
 

 
0

0

m
j

j

j

n
i

i

i

b s
N s

Y s
D s

a s





 




 (4.82) 

kade {to e:  1na   i n m  

Ravenkata od polinomot vo imenitelot 

   
0

0
n

i

i

i

D s a s


    (4.83) 

ima n  koreni (re{enija). Nekoi od ovie koreni mo`e da bidat pove}ekratni. 

Pod pretpostavka deka ravenkata (4.83) ima 1n  koreni ednakvi na 1p , 2n  ko-

reni ednakvi na 2p ,  . . . . . ,  rn  koreni ednakvi na rp , kade {to e  

 
1

r

i

i

n n


 . 

Toga{ mo`e da se napi{e:     
0 1

i

rn
ni

i i

i i

a s s p
 

   , odnosno racionalnata funk-

cija (4.82) }e bide: 

  
 

0

1

i

m
j

j

j

r
n

i

i

b s

Y s

s p












 (4.84) 
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Spored toa, pretstavuvaweto na racionalnata funkcija  Y s  preku nejziniot 

razvoj na prosti dropki }e bide: 

  
 1 1

inr
ik

n k
i k i

C
Y s b

s p 

 


  (4.85) 

kade {to e: 0nb  , osven za slu~aj koga e m n . 

Koeficientite ikC  se presmetuvaat spored formulata: 

 
 

   
1

!

i

i

i

n k
n

ik in k

i is p

d
C s p Y s

n k ds






  
 

 (4.86) 

kade {to e:  in  - broj na vkupno povtoruvawe na korenot ip , 1, 2, . . . , ik n  - 

broj na povtoruvawe za koj se presmetuva koeficientot ikC . 

Posebnite koeficienti na parcijalniot razvoj ikC , 1, 2, . . . . , i r  se nare~eni 

ostatoci (rezidiumi) od funkcijata  Y s  vo korenot ip ,  1, 2, . . . . , i r . 

Dokolku nema pove}ekratni koreni, toga{ racionalnata funkcija (4.82) }e 

mo`e da se napi{e vo oblik: 

   1

1

n
i

n

i i

C
Y s b

s p

 


  (4.87) 

Koeficientite (ostatocite) 1iC  se presmetuvaat spored formulata: 

    1i i

is p
C s p Y s


   (4.88) 

Vo prodol`enie }e bide prezentiran generalen priod kon parcijalniot raz-

voj na racionalni funkcii so kompleksno konjugirani polovi. 

Ako imenitelot  D s  na racionalnata funkcija  Y s  (4.82) ima kompleksno 

kowugirani polovi 1/ 2s j   , toga{ taa mo`e da se napi{e vo oblik: 

                        
 

 

 

   

 

 
2 22 2

1

N s N s R s
Y s

D s s D s s   
  

       
   

 (4.89) 

odnosno:   
 

 2 2

As B
Y s h s

s  


 

 
 (4.90) 

So sporeduvawe na ravenkite (4.89) i (4.90) se dobiva: 
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2 22 2R s As B h s s s Y s              

   
 (4.91) 

kade {to e:      11 21

1 2

. . . . .
C C

h s
s p s p

  
 

  - parcijalen razvoj na ostanatiot del 

od funkcijata (4.82) vo kogo nema kompleksno kowugirani koreni. 

Konstantite A i V se presmetuvaat od izrazot (4.91) za s j     so koris-

tewe na edna od slednite dve relacii: 

    R j A j B          

    R j A j B          

Izrazot za  R s  mo`e da se napi{e vo oblik: 

  1 2R jR A j B       

  1 2R jR A j B       

od kade {to se dobiva:  1R A B     

 2R A  

odnosno:      2R
A


 ;     1 2R R

B
 




  (4.92) 

Spored toa racionalnata funkcija (4.90) se sveduva vo oblik: 

                
 

   
 

 

 
 2 1

2 22 2

1N s s R RAs B
Y s h s h s

D s s s

 

   

 
    

    
 

 (4.93) 

So primena na inverznata Laplasova transformacija na funkcijata (4.93) se 

dobiva: 

                       1 1

2 1

1
cos sintf t Y s e R t R t h s  



           L L  (4.94) 

 

Zada~a 4.23. Dadena e Laplasovata transformacija  Y s  na odzivot na eden 

sistem. Da se opredeli odzivot na sistemot vo vremenski domen. 

  
  2 2

s
Y s

s b s a


 
 (4.95) 
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Re{enie: Polinomot vo imenitelot na racionalnata funkcija (4.95) ima 

tri koreni, i toa: 

 1 2s ja  ,   3s b   

pa spored relacijata (4.90), funkcijata (4.95) mo`e da se napi{e vo oblik: 

  
 

11

2 2 2 2

R sCAs B
Y s

s a s b s a


  

  
 (4.96) 

Od ravenka (4.96) se dobiva: 

      2 2 s
R s s a Y s

s b
   


 

Spored toa za s ja  }e bide: 

  
2

1 2 2 2 2 2

ja ja b ja a ab
R ja R jR j

ja b ja b b ja a b a b


     

    
 

Od kade {to se dobiva:     
2

1 2 2

a
R

a b



;  2 2 2

ab
R

a b



 

odnosno spored relaciite (4.92) }e bide:  

 
2 2

b
A

a b



;  

2

2 2

a
B

a b



 (4.97) 

Koeficientot (ostatokot) 11C  se presmetuva spored formulata (4.88): 

    11 2 2
s b

b
C s b Y s

a b


  


 (4.98) 

So zamena na dobienite vrednosti za koeficientite (4.97) i (4.98) vo raven-

kata (4.96) se dobiva: 

  
2

2 2 2 2 2 2

1 bs a b
Y s

a b s a s a s b

 
   

    
 (4.99) 

So koristewe na tabela 4.1, odzivot na sistemot vo vremenski domen  y t  se 

dobiva so inverzna Laplasova transformacija na izrazot (4.99):  

      1

2 2

1
cos sin bty t Y s b at a at be

a b

       
L  (4.100) 
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Zada~a 4.24. Da se opredeli odzivot na sistemot vo vremenski domen  y t , 

ako negovata Laplasova transformacija iznesuva: 

  
 

 

2

3 2

5 4 5

5 8 6

s s
Y s

s s s s

 


  
 (4.101) 

Da se nacrta pol-nula dijagramot na funkcijata (4.101). 

Re{enie: Zadedenata funkcija (4.101) mo`e da se napi{e vo oblik: 

  
  

   

5 2 2

3 1 1

s j s j
Y s

s s s j s j

   


    
 (4.102) 

Pol-nula dijagramot za funkcijata (4.102)  e prika`an na slika 4.3: 

 

 

 

 

 

 

Slika 4.3. Pol-nula dijagram za funkcijata (4.102) 

 

Hevisajdoviot parcijalen razvoj na funkcijata (4.101) }e bide: 

  
 

 

 
11 21

2 2
5 5

31 1 1 1

R sC CAs B
Y s

s ss s

 
    

     

 (4.103) 

Izrazot za  R s  se dobiva od ravenka (4.103): 

      
  

 
2 2 21

1 1
5 3

s j s j
R s s Y s

s s

   
     
  

 

Spored toa za 1s j    }e bide: 

  
  

  

1 2 1 2 1 7
1

1 1 3 10 10

j j j j
R j j

j j

       
     

    
 

-1 -2 -3 

-j 

-j2 

j2 

j 

1 

 

j 
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od kade {to sledi:     
1

1

10
R   ;   

2

7

10
R    

odnosno spored relaciite (4.92) }e bide:  

 
7

10
A   ;  

8

10
B    (4.104) 

Drugite koeficienti od parcijalniot razvojot }e bidat: 

  11
0

5

6s
C sY s


   

    21

2
3

15s 3
C s Y s


     (4.105) 

So zamena na dobienite vrednosti za koeficientite (4.104) i (4.105) vo ra-

venkata (4.103) se dobiva: 

  
   

2 2

7 1 1 1 5 1 2 1
5

10 10 6 15 31 1 1 1

s
Y s

s ss s

 
     

     

 (4.106) 

So koristewe na tabela 4.1, odzivot na sistemot vo vremenski domen  y t  se 

dobiva so inverzna Laplasova transformacija na izrazot (4.99):  

        1 325 2 1
7cos sin

6 3 2

t ty t Y s u t e e t t        L  (4.107) 

 

Zada~a 4.25. Kompleksniot lik na odzivot na eden sistem  e daden so izrazot: 

 
2

( 2)
( )

4

ss e
Y s

s

 



 (4.108) 

Da se opredeli orginalot, t.e. odzivot na sistemot vo vremenski domen  y t . 

Re{enie: Zadedenata funkcija (4.101) mo`e da se napi{e vo oblik: 

 
2 2

2
( )

4 4
s s

s
Y s e e

s s
  

 
 

So primena na tabelata 4.1 i pravilata na Laplasovata transformacija se do-

biva: 



4.  Laplasova transformacija i nejzina primena 
 

180 

 1

2
cos 2( 1)

4

ss
e t

s

  
   

L   

 1

2

2
sin 2( 1)

4

se t
s

  
   

L  

Spored toa }e bide: 
 

    1 ( ) cos2( 1) sin 2( 1)y t Y s t t    =L                       (4.109)            

 

Zada~a 4.26. Analiziran e sistem, kaj kogo ne se poznati po~etnite uslovi i 

na vlezot ne e dovedena ponuda. Kompleksniot lik na odzivot na sistemot  e 

daden so izrazot: 

 
65

)(
2 




ss

zs
sY  (4.110) 

Da se opredelat po~etnite uslovi na sistemot. 

Re{enie: Od oblikot na funkcijata (4.110) mo`e da se zaklu~i deka se ra-

boti za sistem od vtor red, pa spored toa treba da se opredelat dva po~etni 

uslovi, odnosno:  0 0y y  i 1

0
=0t

dy
y

dt
 . 

So koristewe na osobinata 5 (teorema za po~etna vrednost) se dobiva: 

    0 20
lim lim lim 1

5 6t s s

s z
y y t sY s s

s s  


   

 
 (4.111) 

 1

0
0

lim lim
t s

dy dy
y s

dt dt 

 
   

 
L  (4.112) 

Spored osobinata 3 za Laplasova transformacija od izvod na funkcija sledi: 

   0 2 2

( 5) 6
1

5 6 5 6

dy s z s z
sY s y s

dt s s s s

   
          

L  (4.113) 

So zamena na izrazot (4.113) vo ravenkata (4.112) se dobiva: 

 1

0 2

( 5) 6
lim 5

5 6s

s z
y s z

s s

 
  

 
 

Spored toa po~etnite uslovi na sistemot }e bidat: 

 0 1y  ,      1

0 5y z  . 
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Zada~a 4.27. Matemati~kiot model na eden sistem e daden so ravenkata: 

  
dy

y x t
dt

   (4.114) 

Da se opredeli odzivot na sistemot ako po~etnite uslovi se ednakvi na nula i 

ako na vlez e dovedena funkcijata pretstavena na slika 4.4: 

 

 

 

 

 

Slika 4.4.  Dijagram na vleznata funkcija x(t) 

 

Re{enie: Za po~etni uslovi ednakvi na nula, Laplasovata transformaci-

ja na  odzivot na sistemot  }e bide: 

    
1

1
Y s X s

s
 


 (4.115) 

Vleznata finkcija  x t ,  dadena na slika 4.4, ima oblik: 

 )1()()(  trtutx  (4.116) 

Laplasovata transformacija na vlezot }e bide: 

 
2

11
)(

s
e

s
sX s  (4.117) 

So zamena na izrazot (4.117) vo ravenkata (4.115) se dobiva: 

   2

1 1
( )

1 1

sY s e
s s s s

 
 

 

odnosno, so primena na Hevisajdoviot parcijalen razvoj, kompleksniot lik na 

odzivot }e se svede na sledniot oblik: 

   31 3211 21 41

21 1

sC CC C C
Y s e

s s s s s

 
      

  
 (4.118)  

2 

2 

1 

1 

t 

x(t) 
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Koeficientite ikC , od Hevisajdoviot parcijalen razvoj, vo ravenkata (4.118) 

}e bidat: 

 
 

11
=0

1
1

1 s
C s

s s
  


 

  
 

21
= 1

1
1 1

1 s
C s

s s 
    


 

                    












1

2

k

ni
 

   
2

31 22
=0 =0

1 1 1
1

1! 1 1s s

d
C s

ds s s s


  
     

  
 (4.119) 

 












1

2

k

ni
 

 
2

32 2
=0

1
1

1 s
C s

s s
  


 

  
 

41 2
= 1

1
1 1

1 s
C s

s s 
   


 

So zamena na vrednostite na koeficientite ikC  (4.119) vo ravenkata (4.118),  

kompleksniot lik na odzivot se dobiva vo oblik: 

  2

1 1 1 1 1

1 1

sY s e
s s s s s

 
       

  
 

a so primena na tabelata 4.1 i pravilata na Laplasovata transformacija se 

dobiva odzivot na sistemot vo vremenski domen: 

            1 1 1 1 ty t Y s u t u t r t e e          L  (4.120) 

 

Zada~a 4.28. Dadena e algebarskata funkcija: 

  
 

   

210 1

1 2 3

s
F s

s s s




  
 (4.121) 

Da se opredeli vrednosta na funkcijata  F s za 0 2s j    

 a). analiti~ki 

 b). grafi~ki 

Re{enie: a).  Vo izrazot na funkcijata (4.121) ednostavno se zamenuva  

0 2s s j     i se presmetuva nejzinata vrednost: 
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2

0

10 2 1 10 4 4 1 1

2 1 2 2 2 3 1 1

j j
F s

j j j j j j

       
 

           
 

  
   

 0

40 1 20 1
20 1

2

j j j
F s j

j j j

  
    


 (4.122) 

b).  Se crta pol-nula dijagramot za funkcijata (4.121) i site polovi i nuli se 

povrzuvaat so vektori so to~kata 0 2s j   : 

 
  

   

10 1 1

1 2 3

s j s j
F s

s s s

   


  
 

 

 

 

 

 

 

 

Slika 4.5.   Pol-nula dijagram za funkcijata F(s) 

 

Spored  dijagramot na slika 4.5. se dobiva: 

  0

2 2 2
10 20 2

2 1 2
F s


 

 
 (4.123) 

  0arg 180 135 135 90 45 45F s          (4.124) 

Funkcijata  0F s  so izrazite (4.123) i (4.124) e zapi{ana vo oblik: 

      0arg

0 0

j F s
F s F s e  (4.125) 

pa spored Ojlerovite formuli (zada~a 3.9) se dobiva: 

     45

0 20 2 20 2 cos45 sin 45 20 1jF s e j j        

-1 -2 -3 

-j 

-j2 

 j2 

 j 

1 

 

 j 

s0=-2+j 

45 90 
135 

135 

180 
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Zada~a 4.29. Proekcijata vo s-domen na edina~niot otsko~en odziv od eden 

sistem iznesuva: 

  
 

  

2

2 2

2 3

1 1

s
Y s

s s s




 
 (4.126) 

Da se izvr{i parcijalen razvoj  na kompleksniot lik na odzivot )(sY  so pres-

metuvawe na rezidiumite po grafi~ki pat, a potoa da se opredeli  odzivot vo 

vremenski domen )(ty . 

Re{enie: NAPOMENA: Pod poimot edine~en otsko~en odziv se podraz-

bira odziv na sistemot koga na vlezot e dovedena edine~na otsko~na funkcija, 

a site po~etni uslovi na sistemot se dnakvi na nula. 

So primena na Hevisajdoviot parcijalen razvoj, kompleksniot lik na odzivot 

(4.126) }e se svede na sledniot oblik: 

   31 5111 21 41

1 1

C CC C C
Y s

s s j s j s s
    

   
 (4.127) 

Koeficientite ikC , od Hevisajdoviot parcijalen razvoj vo ravenkata (4.127), 

mo`e da se opredelat i po grafo-analiti~ki pat, na toj na~in {to  se crta 

pol-nula dijagramot za funkcijata (4.126) i site ostanati polovi i nuli se 

povrzuvaat so vektori so polot za kogo se presmetuva koeficientot, odnosno 

ostatokot: 

 
  

    

2 3 3

1 1

s s
Y s

s s j s j s s

 


   
 

 

 

 

 

 

 

 

Slika 4.6.   Pol-nula dijagram za funkcijata Y(s) za opredeluvawe na C11  

 j 

-j 

 j 


3  

  p1= 0 

270 

90 

180 

3  
 1  -1 

180 
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Spored  dijagramot na slika 4.6. koeficientot 11C  za polot 1 0s p   se dobi-

va: 

 11

3 3
2     180 0 270 180 90 0 6    360

1 1 1 1
C


         

  
 

odnosno spored ravenka (4.125) sledi:               11 6 cos0 sin 0 6C j      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Slika 4.7.   Pol-nula dijagram za funkcijata Y(s) za opredeluvawe na C21  

 
Spored  dijagramot na slika 4.7. koeficientot 21C  za polot 2s p j    se do-

biva: 

 21

2 2
2     330 210 270 270 225 315 2    180

1 2 2 2
C


         

  
 

odnosno:   21 2 cos180 sin180 2C j       

 

 

 

 

 

 

 

Slika 4.8.   Pol-nula dijagram za funkcijata Y(s) za opredeluvawe na C31  

-j 

 j 


3  

 

 j 

 p2= -j 

270 

225 

3  
 1  -1 

210 315 330 270 

-j 

 j 


3  

 

 j 

 p1= j 

45 

90 

135 

3  
 1  -1 

150 
90 

30 
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Spored  dijagramot na slika 4.8. koeficientot 31C  za polot 3s p j   se dobi-

va: 

 
31

2 2
2     150 30 135 45 90 90 2    180

1 2 2 2
C


         

  
 

odnosno:   31 2 cos180 sin180 2C j       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 4.9.   Pol-nula dijagram za funkcijata Y(s) za opredeluvawe na C41  

 

Spored  dijagramot na slika 4.9. koeficientot 41C  za polot 4 1s p    se do-

biva: 

 
   

41

1 3 3 1
2     180 0 180 180 225 135 1    180

1 2 2 2
C

  
         

  
 

odnosno:   41 1 cos180 sin180 1C j       

 

 

 

 

 

 

 

 

Slika 4.10.   Pol-nula dijagram za funkcijata Y(s) za opredeluvawe na C51  

-j 

 j 


3  

 

 j 

 p4= -1 

225 

135 

180 

3  
 1  -1 

180 180 

 j 

-j 

 j 


3  

 
 p5= 1 

315 

45 

3  
 1  -1 

180 
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Spored  dijagramot na slika 4.10. koeficientot 51C  za polot 
5 1s p   se do-

biva: 

 
   

51

1 3 3 1
2     180 0 0 0 315 45 1    180

1 2 2 2
C

  
         

  
 

odnosno:   51 1 cos180 sin180 1C j       

 

So zamena na vrednostite na koeficientite ikC  vo ravenkata (4.127),  kom-

pleksniot lik na odzivot se dobiva vo oblik: 

 
6 2 2 1 1

1 1
Y s

s s j s j s s
    

   
 

a so primena na tabelata 4.1 i pravilata na Laplasovata transformacija se 

dobiva odzivot na sistemot vo vremenski domen: 

      1 6 2 2jt jt t ty t Y s u t e e e e         L  (4.128) 

odnosno:       26 4cos 1t ty t u t t e e     (4.129) 

 

NAPOMENA: Fazniot doprinos od vektorite koi pojduvaat od nuli se zema 

so pozitiven predznak, a fazniot doprinos od vektorite koi pojduvaat od po-

lovi se zema so negativen predznak. 

 
 

Zada~a 4.30. Kompleksniot lik na odzivot na eden sistem  Y s  ima polovi 

vo 1 0s p   i 2 1s p    i nula vo  1 1s z  , a grani~nata vrednost na origi-

nalot e  lim 5
t

y t


 .  Da se nacrta pol-nula dijagramot za funkcijata  Y s  i da 

se opredelat funkciite  Y s  i  y t . 

Re{enie: Spored zadadenite uslovi kompleksniot lik na odzivot mo`e da 

se napi{e vo oblik: 

  
 

 

1

1

k s
Y s

s s





 (4.130) 

Pol-nula dijagramot za funkcijata (4.130)  e prika`an na slika 4.11: 
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Slika 4.11.  Pol-nula dijagram za funkcijata (4.130) 

 

Od uslovot za grani~nata vrednost na originalot se dobiva: 

   
 

 0 0

1
lim lim lim 5

1t s s

k s
y t sY s s

s s  


  


 

odnosno:       5k   . 

Spored toa, kompleksniot lik na odzivot na sistemot (4.130) }e iznesuva: 

  
 

 

5 1

1

s
Y s

s s


 


 (4.131) 

Odzivot na sistemot  y t  se dobiva kako inverzna Laplasova transformacija 

na kompleksniot lik  Y s , odnosno: 

    
 

 
 1 1 1 11 21

5 1
5 10

1 1

t
s C C

y t Y s u t e
s s s s

   
   

               
L L L  (4.132) 

kade {to se:  
 

 
11

=0

5 1
5

1 s

s
C s

s s

 
  


 

  
 

 
21

= 1

5 1
1 10

1 s

s
C s

s s 

 
    


 

 

 

 

 

 

 j 

-j 

 j 

 

 1  -1  2  -2 
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Zada~i za ve`bawe: 

 

Zada~a 4.31. Kompleksniot lik na odzivot na eden sistem  Y s  ima polovi 

vo 1 1s p   , 2 2s p    i 
3 3s p    i nuli vo  1 2 1s z j    , a grani~nata 

vrednost na originalot e  
1

lim
3t

y t


 .   

Da se opredeli funkcijata  Y s  i da se  nacrta pol-nula dijagramot za istata. 

Da se opredeli originalot  y t  na kompleksniot lik  Y s  i pri toa da se ko-

risti Hevisajdoviot parcijalen razvoj so grafi~koto opredeluvawe na rezi-

diumite.  

Re{enie: Spored zadadenite uslovi odzivot na sistemot }e bide: 

   2 31 5
2

2 2

t t ty t e e e      (4.133) 

Zada~a 4.32. Analiziran e sistem, kaj kogo ne se poznati po~etnite uslovi i 

na vlezot ne e dovedena ponuda. Kompleksniot lik na odzivot na sistemot  e 

daden so izrazot: 

 
 

3 2

3 2

5 6 1
( )

3 6

s s s
Y s

s s s s

  


  
 (4.134) 

Da se opredelat po~etnite uslovi na sistemot: 

  0 0 ?y y  ,   1

0
=0

?
t

dy
y

dt
    i    

2
2

0 2
=0

?
t

d y
y

dt
   

i da se opredeli negovata krajna vrednost:       lim ?
t

y y t


   . 

Re{enie: Po~etnite uslovi odzivot na sistemot }e iznesuvaat: 

 0 1y  ,    1

0 2y     i    2

0 0y   (4.135) 

a krajnata vrednost na odzivot }e bide:       
1

6
y     

 

Zada~a 4.33. Daden sistem e opi{an  so matemati~ki model, preku diferen-

cijalna ravenka od vtor red: 

 xy
dt

dy

dt

yd
444

2

2

  (4.136) 
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a).  So koristewe na Laplasovata transformacija da se opredeli odzivot za 

vlezot    2x t u t  , ako po~etnite uslovi na sistemot se: 

  0 1y        2
0


tdt

dy
 (4.137) 

b).  Da se opredeli: prigu{uvaweto na sistemot  , neprigu{enata prirodna 

frekfencija n , prigu{enata prirodna frekfencija d , prigu{niot koe-

ficient   i vremenskata konstanta  . 

 

Re{enie: a).  Spored zadadenite uslovi odzivot na sistemot }e bide: 

          2 2 2 2 2 22 2 2 4
t t t ty t u t e t e e te
            (4.138) 

b).  Od ravenkata (prenosnata funkcija) na sistemot: 

 
 

  2

4

4 4

Y s

X s s s


 
 (4.139) 

i nejziniot op{t oblik na zapu{uvawe: 

 
 

   

2

2 22

n

n n

Y s k

X s s s



 


 
 (4.140) 

so sporeduvawe na ravenkata (4.139) i (4.140) lesno mo`e da se dobijat bara-

nite golemini  1k  : 

 1   - stepen na prigu{uvawe, 

 2n  - prirodna neprigu{ena frekfencija, 

 0d   - prirodna prigu{ena frekfencija, 

 2n    - prigu{en koeficient, 

  
1

0,5 s


   - vremenska konstanta. 

 

Zada~a 4.34. Daden sistem e opi{an  so matemati~ki model, preku diferen-

cijalnata ravenka: 

 xy
dt

dy

dt

yd

dt

yd
108126

2

2

3

3

  (4.141) 
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a).  So koristewe na Laplasovata transformacija da se opredeli odzivot  na 

sistemot  y t  ako na vlezot  e dovedena pobudata  tetx 4)(   i ako site po~etni 

uslovi  na sistemot se nula. 

b).  Da se odredi stalnata sostojba na odzivot i preodniot odziv. 

Re{enie: a).  Spored zadadenite uslovi odzivot na sistemot }e bide: 

   2 2 2 2 45 5 5 5

2 2 4 4

t t t ty t t e te e e        (4.142) 

b).          0ssy t  ,            2 2 2 2 45 5 5 5

2 2 4 4

t t t t

psy t t e te e e        (4.143) 

 

Zada~a 4.35. Daden sistem e opi{an  so matemati~ki model, preku diferen-

cijalnata ravenka: 

 
3 2

3 2
6 12 16 8

d y d y dy
y x

dt dt dt
     (4.144) 

So koristewe na Laplasovata transformacija da se opredeli odzivot  na sis-

temot  y t  ako na vlezot  e dovedena pobudata  tetx 4)(   i ako site po~etni 

uslovi  na sistemot se nula. 

Re{enie: Spored zadadenite uslovi odzivot na sistemot }e bide: 

 tttt eetee
t

ty 4222
2

2
2

4
)(    (4.145) 

 

Za ve`bawe na primenata na Laplasovata transformacija mo`e da poslu`at i 

site primeri od 3 glava "Linearni sistemi i diferencijalni ravenki" vo koi 

{to treba da se opredeli odzivot na sistemot pri zadadeni po~etni uslovi i 

vlez na sistemot. 
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                                                                       PETA   

GLAVA 

 

 

 

 

 

5.  STABILNOST 

 

5.1.  Definicii za stabilnosta 

 

Ako pod dejstvo na nadvore{ni vlijanija eden sistem se izvede od ramnote`na 

sostojba i ako po prestanokot na dejstvoto na tie vlijanija povtorno se vrati 

(so opredelena to~nost) vo istata ramnote`na sostojba, toga{ za toj sistem se 

veli deka e stabilen. Najdobra ilustracija za stabilnosta na sistemite 

pretstavuva trkalaweto na top~e po razli~en oblik na ramnini, kako {to e 

prika`ano na slika 5.1.  

 

 

 a).  b).  v). 

Slika 5.1.  Ilustracija na stabilnost 
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Slu~ajot pod a) pretstavuva stabilen sistem, bidej}i po zadvi`uvawe na 

top~eto toa sekoga{ }e se vrati i }e zastane vo po~etnata pozicija. Situaci-

jata pod b) ilustrira grani~no stabilen sistem, bidej}i ako top~eto se  zad-

vi`i toa po izvesno vreme }e zastane, no, ne vo po~etnata pozicija, tuku vo 

nekoja druga pozicija. Vo ponatamo{nite analizi na sistemite, grani~no sta-

bilnite sistemi }e bidat tretirani kako nestabilni sistemi. Vo tretiot 

slu~aj na slika 5.1 pod v) e ilustriran eden nestabilen sistem, bidej}i ako 

top~eto se zadvi`i toa nikoga{ pove}e nema da se vrati vo po~etnata pozici-

ja i nema da zastane. 

Stabilnosta na eden sistem e opredelena so karakteristikite na negoviot od-

ziv vo zavisnost od vlezovite i poremetuvawata. Vo taa nasoka }e bidat dade-

ni dve definicii za stabilnost na sistemite: 

1.  Eden sistem e stabilen dokolku negoviot impulsen odziv te`i kon nula 

koga vremeto te`i kon beskone~nost. 

Pod poimot impulsen odziv se podrazbira odzivot na sistemot koj{to e do-

bien koga na vlezot }e bide dovedena edine~na impulsna funkcija kako pobuda 

na sistemot, kako {to e ilustrirano na slika 5.2. 

 

Stabilen
   sistem

x t( ) y t( )

x t( ) y t( )

t

t

 

Slika 5.2.  Ilustracija na impulsen odziv kaj stabilen sistem 

 

2. Eden sistem e stabilen dokolku za sekoj ograni~en vlez se dobiva ogra-

ni~en izlez. 
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Pod poimite ograni~en vlez i izlez se podrazbiraat promeni koi{to so te-

kot na vremeto se stabiliziraat na nekoja konstantna vrednost, kako {to e 

ilustrirano na slika 5.3. No, isto taka, pod ovie poimi se podrazbiraat i 

promeni kako {to se prostoperiodi~nite trigonometriski funkcii ~ija{to 

amplituda e so ograni~ena vrednost. Spored toa, ako eden stabilen sistem na 

vlezot se pobudi so prostoperiodi~na sinusoida, toga{ na izlezot }e se dobie 

isto taka prostoperiodi~na sinusoida no so druga perioda i druga amplituda. 

Stabilen
   sistem

x t( ) y t( )

x t( ) y t( )

t t

1

x t( )

t

Tx

a

y t( )

t

Ty

A

 

Slika 5.3.  Ilustracija na ograni~en odziv kaj stabilen sistem 

 

3. Potreben uslov za eden sistem da bide stabilen e realnite delovi na ko-

renite na karakteristi~nata ravenka na sistemot da bidat negativni. 

So drugi zborovi, site re{enija na karakteristi~nata ravenka treba da se 

nao|aat levo od ordinatata, ili vo levata polovina od j   - ramninata. 

Ako postojat koreni (re{enija) kaj koi{to realniot del e ednakov na nula, 

odnosno le`at na j -oskata, ili koreni ~ii{to realen del e pozitiven, to-

ga{ za tie sistemi se veli deka se grani~no stabilni, odnosno nestabilni 

sistemi. 

^estopati, mnogu zna~ajna karakteristika za odnesuvaweto na sistemite e 

stepenot na stabilnost na sistemite. Pod ovoj poim se podrazbira deka ako 

sistemot e stabilen toga{ treba kvalitativno da se znae kolku blisku, od-

nosno daleku, toj sistem se nao|a vo odnos na grani~no stabilnata sostojba 
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(nestabilnata sostojba). Od ovoj aspekt se voveduvaat dva poimi za stabilnos-

ta, a tie se: 

- apsolutna stabilnost na sistemite i 

- relativna stabilnost na sistemite. 

Pod poimot apsolutna stabilnost na sistemite se podrazbira deka so analiza 

na stabilnosta na sistemot }e se dade samo odgovor "DA" ili "NE" za toa da-

li sistemot e stabilen. 

Ako e potrebno da se opredeli i stepenot na stabilnost na sistemot, odnosno 

da se opredeli relativnata stabilnost na sistemot, toga{ treba da se oprede-

lat intervalite na dozvoleni vrednosti na klu~nite parametri na sistemot, 

vo koi{to istiot e stabilen, i od tamu da se proceni za kolku e odale~en sis-

temot od grani~no stabilnata sostojba. 

 

Zada~a 5.01.  Poznati se impulsnite odzivi na pet sistemi: 

a).    sin 2y t t   

b).    100 ty t t e

  

v).    2ty t e

  (5.02) 

g).    2y t   

d).    sin3ty t e t

  

So primena na definicijata za stabilnost da se opredeli stabilnosta na se-

koj od sistemite. 

Re{enie:       Spored prvata definicija za stabilnost, sistemot e stabilen do-

kolku negoviot impulsen odziv te`i kon nula koga vremeto se stremi kon 

beskone~nost. 

a).   lim limsin 2 0
t t

y t t
 

   - sistemot e nestabilen. 

b).    100lim lim 0t

t t
y t t e



 
   - sistemot e stabilen. 

v).   2lim lim 0t

t t
y t e



 
   - sistemot e stabilen. (5.03) 

g).   lim lim2 0
t t

y t
 

   - sistemot e nestabilen. 

d).  lim lim sin3 0t

t t
y t e t



 
   - sistemot e stabilen. 
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Zada~a 5.02.  Vrz osnova na izrazot dobien za odzivot na sistemot i so koris-

tewe na definiciite za stabilnost da se iskomentira stabilnosta na siste-

mite analizirani vo prethodnite zada~i: 

a).   Zada~a 3.13; - za vlez impulsna funkcija:      x t t , 

se dobiva izlezot:       2 3t t

a by t y t y t e e

      (5.04) 

b). Zada~a 3.14; - za vlez impulsna funkcija:      x t t , 

se dobiva izlezot:        3 1 cost

a by t y t y t e t

     (5.05) 

v). Zada~a 3.20; - za vlez otsko~na funkcija:      0,05x t u t  , 

se dobiva izlezot:   2 100,05 ( ) 0,0125 0,0625t ty t u t e e      (5.06) 

Re{enie:       Spored prvata definicija za stabilnost, sistemot e stabilen do-

kolku negoviot impulsen odziv te`i kon nula koga vremeto se stremi kon 

beskone~nost; 

a).    2 3lim lim 0t t

t t
y t e e

 

 
   ,  (5.07) 

 spored toa stanuva zbor za stabilen sistem. 

b).    lim lim 3 1 cos 0t

t t
y t e t



 
     ,  (5.08) 

 i ovoj sistem e stabilen. 

v).   2 10lim lim 0,05 ( ) 0,0125 0,0625 0,05t t

t t
y t u t e e 

 
        (5.09) 

Kaj ovoj sistem na vlezot e dovedena otsko~na funkcija, koja{to e po defini-

cija ograni~ena funkcija, i na izlezot se dobiva, isto taka, ograni~ena funk-

cija. Spored vtorata definicija za stabilnost na sistemite, ovoj sistem ne 

mora da bide stabilen, zatoa {to izlezot kaj stabilen sistem mora da bide 

ograni~en za sekoj ograni~en vlez. Ograni~en izlez za eden specifi~en ogra-

ni~en vlez ne ja garantira stabilnosta na sistemot. 

 

Zada~a 5.03.  Korenite na karakteristi~nite ravenki za nekolku razli~ni 

sistemi se dadeni so nivnite konkretni vrednosti. Za sekoj od sistemite da se 
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opredeli dali mno`estvoto na koreni na karakteristi~nata ravenka prezen-

tira stabilen, grani~no stabilen ili nestabilen sistem. 

a).  1,  3   b).  1 2 ,  1 2j j     v).  2,  3,  2   

g).  1,  1   d).  2 ,  2 ,  2 ,  2j j j j      |).  3,  2,  0   (5.10) 

e).  ,  ,  1,  1j j   `).  2 3 ,  2 3 ,  2j j      z).  1,  2,  3   

Re{enie:       Mno`estvata od korenite pod (a), (b) i (`) pretstavuvaat sta-

bilni sistemi, bidej}i site koreni imaat negativni realni delovi. 

Mno`estvata od korenite pod (d) i (|) pretstavuvaat grani~no stabilni (nes-

tabilni) sistemi, bidej}i imaat koreni koi{to le`at na j -oskata, odnosno 

nivniot realen del e ednakov na nula. Mno`estvata od korenite pod (v), (g), 

(e) i (z) pretstavuvaat nestabilni sistemi zatoa {to sekoe od niv ima barem 

po eden koren so pozitiven realen del. 

 

Zada~a 5.04.  Matemati~kiot model so koj e opi{ana rabotata na eden fi-

zi~ki sistem e daden so diferencijalnata ravenka: 

 
3

3
7 6 8

d y dy dx
y x

dt dt dt
     (5.11) 

So analiza na polo`bata na korenite na karakteristi~nata ravenka na sis-

temot da se opredeli stabilnosta na sistemot. 

Re{enie:       Ako diferencijalnata ravenka (5.11) se zapi{e so pomo{ na li-

nearniot operator za diferencirawe: 
d

D
dt

 , toga{ se dobiva: 

    3 7 6 8D D y D x     (5.12) 

od kade {to vedna{ se opredeluva karakteristi~nata ravenka na sistemot: 

 3 7 6 0D D    (5.13) 

Korenite na karakteristi~nata ravenka (5.13) lesno mo`e da se opredelat i 

taa mo`e da se zapi{e vo oblik: 

    1 2 3 0D D D      (5.14) 
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odnosno korenite se:  1 1D   , 
2 2D   , 

3 3D  . 

Spored toa dadeniot sistem e nestabilen, bidej}i eden koren (edno re{enie) 

na karakteristi~nata ravenka se nao|a vo desnata polovina od j  - poleto, 

odnosno ima pozitiven realen del. 

 

5.1.  Routh-ov kriterium za stabilnosta 

 

Ovaa metoda za opredeluvawe na stabilnosta na sistemite, mnogu ~esto se ko-

risti za opredeluvawe na apsolutnata stabilnost na sistemite. 

Routh-oviot kriterium za stabilnosta glasi: sistemot e asimptotski stabi-

len, ako predznacite na ~lenovite od prvata kolona na Routh-ovata tabela 

(Tabela 5.1) se identi~ni. 

Routh-oviot kriterium za stabilnosta se bazira na karakteristi~nata 

ravenka na sistemite. Na~inot na popolnuvawe na Routh-ovata tabela za 

karakteristi~na ravenka od n-ti red (rav. 5.01) e daden vo tabela 5.1. 

 1 2 2

1 2 2 1 0 0n n n

n n na s a s a s a s a s a 

        (5.01) 

 

ns  na  2na   4na     

1ns 
 1na   3na   5na     

2ns 
 1 2 3

31

1

n n n n

n

a a a a
C

a

  




  1 4 5

32

1

n n n n

n

a a a a
C

a

  




  1 6 7

33

1

n n n n

n

a a a a
C

a

  




  

 

  

3ns 
 31 3 1 32

41

31

n nC a a C
C

C

 
  31 5 1 33

42

31

n nC a a C
C

C

 
  31 7 1 34

43

31

n nC a a C
C

C

 
  

 

  

4ns 
 41 32 31 42

51

41

C C C C
C

C


  41 33 31 43

52

41

C C C C
C

C


  41 34 31 44

53

41

C C C C
C

C


  

 

  

      

     

0s  0a     

 

Tabela 5.1.  Na~in na popolnuvawe na Routh-ovata tabela 
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Zada~a 5.05.  Matemati~kiot model so koj e opi{ana rabotata na eden fi-

zi~ki sistem e daden so diferencijalnata ravenka: 

 
4 3 2

4 3 2
5 10 10 4 5

d y d y d y dy dx
y x

dt dt dt dt dt
       (5.15) 

So primena na Routh-oviot kriterium za stabilnost da se opredeli dali e sis-

temot stabilen ili e nestabilen. 

Re{enie:      Diferencijalnata ravenka (5.15) se zapi{uva so pomo{ na li-

nearniot operator za diferencirawe: 
d

D
dt

 , pri{to se sveduva vo oblik: 

        4 3 25 10 10 4 5D D D D y t D x t       (5.16) 

Ako linearniot operator za diferencirawe (D) se zameni so Laplasoviot 

operator (s), odnosno D s , se dobiva prenosnata funkcija za sistemot vo y - 

domenot: 

        4 3 25 10 10 4 5s s s s Y s s X s       (5.17) 

odnosno: 
 

  4 3 2

5

5 10 10 4

Y s s

X s s s s s




   
 (5.18) 

Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem }e bide: 

 4 3 25 10 10 4 0s s s s      (5.19) 

Routh-ovata tabela za dadenata karakteristi~na ravenka (5.19) e: 

 4 3 25 10 10 4 0s s s s      

4s  1 10 4 

3s  5 10 0 

2s  8 4 0 

1s  7,5 0  

0s  4   
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So ogled deka nema promena na znakot vo prvata kolona od Routh-ovata tabela, 

site koreni na karakteristi~nata ravenka imaat negativni realni delovi i 

sistemot e stabilen.  

 

Zada~a 5.06.  Da se opredeli stabilnosta na eden sistem so pomo{ na Routh-

oviot kriterium za stabilnost, ako e dadena negovata karakteristi~na raven-

ka: 

 4 3 1 0s s s     (5.20) 

Re{enie:      Routh-ovata -ovata tabela za dadenata karakteristi~na ravenka 

(5.20) }e bide: 

 4 3 1 0s s s     

4s  1 0 1  

3s  1 1  0 

2s  1 1  0 

1s  0  0  

0s  1    

 

Koeficientot vo prvata kolona od redot 0s  se dobiva koga nulata ( 0 ) od 

prvata kolona od redot 1s  se zamenuva so mnogu mala vrednost 0  , odnosno: 

 
51

0

1 0
lim 1C






 
    

Ovde mo`e da se zaklu~i deka koeficientot vo redot 0s  sekoga{ e ednakov na 

slobodniot ~len od karakteristi~nata ravenka za koja {to se sostavuva Routh-

ovata tabela. 

Vo prvata kolona od Routh-ovata tabela postoi samo edna promena na znakot, 

pa spored toa karakteristi~nata ravenka (5.20) ima eden koren (re{enie) so 

pozitiven realen del. 
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Redicata na nuli vo 1s - redot od Routh-ovata tabela poka`uva deka karakte-

risti~nata ravenka ima par na koreni koi{to ja zadovoluvaat pomo{nata ra-

venka formirana na sledniot na~in: 

 2 0As B   (5.21) 

kade {to se A i B ednakvi na prviot i vtoriot koeficient od 2s - redot, od-

nosno: 

 2 1 0s    (5.22) 

Korenite na ravenkata (5.22) se: 1 1s  ;  2 1s    i tie istovremeno pretstavu-

vaat koreni na karakteristi~nata ravenka (5.20). Spored toa korenot 1 1s   e 

so pozitiven realen del i go pravi sistemot nestabilen. 

 

Zada~a 5.07.  Matemati~kiot model od eden sistem e daden so diferencijal-

nata ravenka: 

 
4 3 2

4 3 2
8 24 32

d y d y d y dy
K y K x

dt dt dt dt
        (5.23) 

a).  Za koi vrednosti od K sistemot }e bide stabilen? 

b).  Za koi vrednosti od K sistemot }e bide grani~no stabilen i koi se vo ovoj 

slu~aj site koreni na karakteristi~nata ravenka na sistemot? 

Re{enie:      Diferencijalnata ravenka (5.23) se zapi{uva vo oblik: 

      4 3 28 24 32D D D D K y t K x t       (5.24) 

So smena na linearniot operator za diferencirawe (D) so Laplasoviot op-

erator (s), se dobiva prenosnata funkcija za sistemot vo y - domenot: 

      4 3 28 24 32s s s s K Y s K X s       (5.25) 

odnosno: 
 

  4 3 28 24 32

Y s K

X s s s s s K


   
 (5.26) 

Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem }e bide: 

 4 3 28 24 32 0s s s s K      (5.27) 
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Routh-ovata tabela za dadenata karakteristi~na ravenka (5.27) e: 

 

 4 3 28 24 32 0s s s s K      

4s  1 24 K 

3s  8 32 0 

2s  20 K 0 

1s  20 32 8

20

K  
 0 

 

0s  K   

 

a).  Spored toa, od prvata kolona od Routh-ovata tabela se dobivaat dva uslovi 

koi{to treba da gi ispolni faktorot na zasiluvawe na sistemot  K, a tie se: 

 I).   0K    i   

  II).   80 0K       80K  , 

odnosno sistemot }e bide stabilen ako vrednosta na faktorot na zasiluvawe 

na sistemot bide vo granicite: 

  0 80K   (5.28) 

b).  Sistemot }e bide grani~no stabilen ako e:  80K  . 

Za ovaa vrednost na K vo 1s - redot od Routh-ovata tabela site koeficienti se 

ednakvi na nula, pa spored toa parot na koreni od karakteristi~nata ravenka 

koi{to ja zadovoluvaat pomo{nata ravenka }e bidat: 

 2 0As B    

 220 80 0s    (5.29) 

odnosno:   1 2s j     i   2 2s j   

Drugite dva korena od karakteristi~nata ravenka }e se dobijat ako karakte-

risti~niot polinom se podeli so polinomot od ravenkata (5.29), odnosno: 

    4 3 2 2 28 24 32 80 : 4 8 20s s s s s s s         (5.30) 
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So re{avawe na dobienata kvadratna ravenka (5.30) se dobivaat drugite dva 

koreni na karakteristi~nata ravenka (5.27): 

 2 8 20 0s s    

 3/ 4 4 2s j    

 

Zada~a 5.08.  Da se opredeli stabilnosta na sistemot so pomo{ na Routh-

oviot kriterium za stabilnost, ako e dadena negovata karakteristi~na raven-

ka: 

 3 22 4 6 16 0s s s     (5.31) 

Re{enie:      Se popolnuva Routh-ovata tabela za dadenata karakteristi~na ra-

venka (5.31) : 

     3 22 4 6 16 0s s s     

3s  2 6  

2s  41  16 4  / : 4  

1s  2 1  0 / : 2  

0s  4   

 

So analiza na ~lenovite od prvata kolona od Routh-ovata tabela se zaklu~uva 

deka sistemot e nestabilen, bidej}i ima promena na predznakot. Ima dve pro-

meni na predznakot (prvata promena e od " " vo "", a vtorata promena od 

"" vo " "), pa spored toa dva korena od karakteristi~nata ravenka imaat 

pozitiven realen del i go pravat sistemot nestabilen 

Ovde e potencirana u{te edna osobina na Routh-ovata tabela, a taa e deka re-

zultatite od analizata na stabilnosta na sistemot nema da se promenat, ako 

cel eden red od Routh-ovata tabela se pomno`i ili podeli so eden ist broj. 

Pri toa, treba da se napomene deka vo ovoj slu~aj koeficientot vo 0s - redot 

nema da bide identi~en so slobodniot ~len od karakteristi~nata ravenka. 
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Vo konkretniot primer redot 2s  e podelen so 4 pred da se popolni redot 1s .  

Potoa redot 1s  e podelen so 2 pred da se popolni redot 0s . 

 

Zada~a 5.09.  Daden e matemati~kiot model od eden fizi~ki sistem so dife-

rencijalnata ravenka: 

    
3 2 2

3 2 2
4 6 16 8 8

d y d y dy d x
K K y K x

dt dt dt dt

 
       

 
 (5.32) 

Da se opredeli vo koi granici mo`e da se menuva vrednosta na koeficientot 

(zasiluvaweto) K za da bide sistemot stabilen. 

Re{enie:      Diferencijalnata ravenka (5.32) se zapi{uva vo oblik: 

          3 2 24 6 16 8 8D K D D K y t K D x t            (5.33) 

So smena na linearniot operator za diferencirawe (D) so Laplasoviot op-

erator (s), se dobiva prenosnata funkcija za sistemot vo y - domenot: 

          3 2 24 6 16 8 8s K s s K Y s K s X s            (5.34) 

odnosno: 
 

 

 
 

2

3 2

8

4 6 16 8

K sY s

X s s K s s K




    
 (5.35) 

Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem e: 

  3 24 6 16 8 0s K s s K       (5.36) 

Routh-ovata tabela za dadenata karakteristi~na ravenka (5.36) }e bide: 

  3 24 6 16 8 0s K s s K       

3s  1 6  

2s  4 K  16 8K   

1s  
2  4

4

K

K




 0 / : 2  

0s  8  2 K   / :8  
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Za da bide sistemot stabilen potrebno e site ~lenovi od prvata kolona od 

Routh-ovata tabela da bidat pozitivni, odnosno da bidat ispolneti uslovite: 

4 0K     4K    

4
0

4

K

K





   4K      i   4K    (5.37) 

2 0K     2K    

Ovie uslovi se naneseni na realnata oska za vrednostite na zasiluvaweto K i 

prika`ani se na slika 5.4. 

0 1-1-2-3-4 2 3 4 K
 

Slika 5.4.  Dozvoleni vrednosti za zasiluvaweto K 

 

Spored toa, sistemot }e bide stabilen ako zasiluvaweto K se menuva vo gra-

nicite: 

 2 4K    (5.38) 

 

 

5.1.  Hurwitz-ov kriterium za stabilnosta 

 

Hurwitz-oviot kriterium za stabilnost e u{te edna metoda za opredeluvawe na 

apsolutnata stabilnost na sistemite, odnosno so nea se opredeluva dali site 

koreni od karakteristi~nata ravenka na sistemot se so negativni realni de-

lovi. Ovaa metoda se bazira na Hurwitz-ovata determinanta na sistemot, ko-

ja{to se formira od koeficientite na karakteristi~nata ravenka.  Hurwitz-

ovata determinanta na sistemot e kvadratna determinanta n n  so red ednakov 

na najvisokot stepen na karakteristi~nata ravenka.  
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Hurwitz-oviot kriterium za stabilnost glasi: sistemot e asimptotski stabi-

len ako i samo ako Hurwitz-ovata determinanta 0n n   i site poddeterminan-

ti 0i   za 1,  2,  3,  ..... ,  1i n  . 

Na~inot  na popolnuvawe na Hurwitz-ovata determinanta za karakteristi~na 

ravenka od n-ti red e daden so ravenkata 5.39: 

 

1 3 5

2 4

1 3 5

2 4

0

..... ..... 0

..... ..... 0

0 ..... 0

0 ..... 0

..... ..... ..... ..... ..... 0

0 ..... ..... ..... .....

n n n

n n n

n n n

n n

n n n

n n

a a a

a a a

a a a

a a a

a

  

 

  



 



   (5.39) 

Poddeterminantite na sistemot se formiraat na sledniot na~in: 

 1 1na    

 
1 3

2 1 2 3

2 2 2

n n

n n n n

n n

a a
a a a a

a a

 

  

 

     (5.40) 

 

1 3 5

2 2

3 2 4 1 2 3 1 5 1 4 3

1 3 3 3
0

n n n

n n n n n n n n n n n n n

n n

a a a

a a a a a a a a a a a a a

a a

  

         

  

       

i taka se do              
   

1

1 1

n

n n



  

   

 

Zada~a 5.10.  Da se opredeli stabilnosta na sistemot so pomo{ na Hurwitz-

oviot kriterium za stabilnost, ako e dadena negovata karakteristi~na raven-

ka: 

 3 22 3 4 0s s s     (5.41) 

Re{enie:      Se popolnuva Hurwitz-ovata determinanta za dadenata karakteris-

ti~na ravenka (5.41) : 
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 3

3 3

2 4 0

1 3 0 24 16 8

0 2 4


      (5.42) 

Poddeterminantite za dadeniot sistem }e bidat: 

 2

2 2

2 4
6 4 2

1 3


            i          1 1 1
2 2


    (5.43) 

Bidej}i site determinanti imaat pozitivni vrednosti, sistemot e stabilen. 

 

 Zada~a 5.11.  Daden e matemati~kiot model od eden fizi~ki sistem so dife-

rencijalnata ravenka: 

  
3 2

3 2
1 2 2

d y d y dy dx
K Ky K x

dt dt dt dt

 
      

 
 (5.44) 

Da se opredeli vo koi granici mo`e da se menuva vrednosta na koeficientot 

(zasiluvaweto) K za da bide sistemot stabilen. 

Re{enie:      Diferencijalnata ravenka (5.32) se zapi{uva vo oblik: 

        3 2 1 2 2D D K D K y t K D x t           (5.45) 

So smena na linearniot operator za diferencirawe (D) so Laplasoviot op-

erator (s), se dobiva prenosnata funkcija za sistemot vo y - domenot: 

        3 2 1 2 2s s K s K Y s K s X s           (5.46) 

odnosno: 
 

 

 

 3 2

2

1 2

Y s K s

X s s s K s K




   
 (5.47) 

Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem e: 

  3 2 1 2 0s s K s K      (5.48) 

Se popolnuva Hurwitz-ovata determinanta za dadenata karakteristi~na raven-

ka (5.48) : 

      
2

3

3 3

1 2 0

1 1 0 2 1 2 2 1

0 1 2

K

K K K K K K

K


         (5.49) 
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Poddeterminantite za dadeniot sistem }e bidat: 

  2

2 2

1 2
1 2 1

1 1

K
K K K

K


      


       i          1 1 1
1 1


    (5.50) 

Za da bide sistemot stabilen potrebno e site determinanti da bidat pozitiv-

ni, odnosno da bidat ispolneti uslovite: 

Od izrazot (5.49) sledi:  2 1 0K K     0K      i   1K    

a od izrazite (5.50) se dobiva: 1 0K     1K    

Ovie uslovi se naneseni na realnata oska za vrednostite na zasiluvaweto K i 

prika`ani se na slika 5.5. 

 

0 1-1 K
 

Slika 5.5.  Dozvoleni vrednosti za zasiluvaweto K 

 

Spored toa, sistemot }e bide stabilen ako zasiluvaweto K se menuva vo gra-

nicite: 

 0 1K   (5.51) 

 

Zada~i za ve`bawe: 

 

Zada~a 5.12. Matemati~ki model od eden sistem e daden so diferencijalnata 

ravenka: 

                
4 3 2

4 3 2
8 24 32

d y dy d y dy
Ky Kx

dt dt dt dt
      (5.52) 

a).  Za koi vrednosti od K  sistemot }e bide stabilen ? 

b).  Za koi vrednosti od K  sistemot  e grani~no stabilen i koi se vo ovoj 

slu~aj site polovi od sistemot ? 
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Re{enie:   a).  0 80K   

 b). 80K  ,  1/ 2 2s j  , 3/ 4 4 2s j    

 

Zada~a 5.13.  Matemati~kiot model od eden sistem e daden so diferencijal-

nata ravenka: 

 
4 3 2

4 3 2
2 2 4 3

d y d y d y dy
y K x

dt dt dt dt
       (5.23) 

Da se opredeli dali sistemot opi{an so dadenata diferencijalna ravenka e sta-

bilen. 

Re{enie:   Routh-ovata tabela za karakteristi~nata ravenka na sistemot e: 

 4 3 22 2 4 3 0s s s s      

4s  1 2 3 

3s  2 4 0 

2s  0   3 0 

1s  6
4


  0 

 

0s  3   

kade {to e: 0   mnogu mal broj. 

I za mnogu mali pozitivni vrednosti i za mnogu mali negativni vrednosti 

za 0   }e se pojavat dve promeni na znakot vo prvata kolona od Routh-ovata 

tabela, odnosno karakteristi~nata ravenka na sistemot sekoga{ }e ima dva 

korena so pozitiven realen del, pa spored toa sistemot e nestabilen. 
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                                                                      [ESTA   

GLAVA 

 

 

 

 

 

6.  PRENOSNI FUNKCII 

 

6.1.  Definicija i osobini na prenosnite funkcii 

 

Prenosnata funkcija ( )P s  od nekoj fizi~ki sistem pretstavuva delot od ra-

venkata za transformiraniot odziv ( )Y s  so koj{to se mno`i transformira-

niot vlez ( )X s , odnosno: 

 ( ) ( ) ( )Y s P s X s    (6.01) 

Spored toa, prenosnata funkcija mo`e da se zapi{e vo oblik: 

 
( )

( )
( )

Y s
P s

X s
   (6.02) 

Ako fizi~kiot sistem se pretstavi kako "crna kutija", toga{ prenosnata 

funkcija }e pretstavuva matemati~ka prezentacija vo y-domen na dadeniot 

sistem, kako {to e toa pretstaveno na slika 6.1. 
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Slika 6.1.  Prenosna funkcija 

 

Dokolku site po~etni uslovi na sistemot se ednakvi na nula, odnosno 

 0
k

k

t o

d y

dt


    za    0, 1,  , 1k n   

toga{ odzivot na sistemot mo`e da se dobie so pomo{ na prenosnata funkcija 

kako inverzna Laplasova transformacija na proizvodot: 

  1( ) ( ) ( )y t P s X s L  (6.03) 

Prenosnata funkcija pretstavuva racionalna funkcija i mo`e da se zapi{e 

vo pove}e oblici: 

1.  Koli~nik na polinomi od promenlivata  s , odnosno: 

  
 

 
0

0

m
j

j

j

n
i

i

i

b s
Y s

P s k
X s

a s





  




  (6.04) 

kade {to mora da bide ispolneto: n m . 

2.  Koli~nik na proizvodite na razlikite na promenlivata s  so re{enijata na 

polinomite, odnosno: 

  
 

 

 

 

1

1

m

j

j

n

i

i

s z
Y s

P s k
X s

s p







  






  (6.05) 

kade {to se:         k - zasiluvawe na sistemot, 

jz  - koreni na polinomot vo broitelot, odnosno nuli na sistemot, 

ip  - koreni na polinomot vo imenitelot, odnosno polovi na sistemot. 
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3.  Koli~nik na polinomi ~ii{to slobodni ~lenovi se ednakvi na eden, od-

nosno polinomite se podeleni so slobodniot ~len: 

  
 

 

2 2

,1 ,2 ,

2 2

,1 ,2 ,

1

1

m m

b b b m

T n n

a a a n

T s T s T sY s
P s k

X s T s T s T s

   
  

   




  (6.06) 

kade {to se: 

 2

,1 ,2 ,2 , , ,1 , ,, ,  , , ,  , m nm n
b b b b m b m a a n a nT T T T T T T T     - vremenski konstanti. 

Prenosnata funkcija na eden sistem gi ima slednite osobini: 

1.  Prenosnata funkcija na eden fizi~ki sistem e Laplasova transformacija 

od negoviot impulsen odziv. 

2. Prenosnata funkcija na sistemot mo`e da se opredeli od diferencijalna-

ta ravenka na sistemot, so nejzina Laplasova transformacija i so 

otfrlawe na site ~lenovi koi{to poteknuvaat od po~etnite uslovi. So 

drugi zborovi, prenosnata funkcija mo`e da se dobie direktno od dife-

rencijalnata ravenka na sistemot, ako linearniot operator za diferenci-

rawe - D se zameni so Laplasoviot operator - s. 

Diferencijalnata ravenka na eden sistem vo op{t oblik }e bide: 

  
 


n

i
j

jm

j

ji

i

i
dt

xd
b

dt

yd
a

0 0

               nm   (6.07) 

Ravenkata (6.07) so pomo{ na linearniot operator za diferencirawe - D }e 

ima oblik: 

 
0 0

( ) ( )
n m

i j

i j

i j

a D y t b D x t
 

                  (6.08) 

Spored toa, so zamena linearniot operator za diferencirawe - D so Laplaso-

viot operator - s se dobiva: 

 
0 0

( ) ( )
n m

i j

i j

i j

a s Y s b s X s
 

   

odnosno:  
0

0

( )
( )

( )

m
j

j

j

n
i

i

i

b s
Y s

P s
X s

a s





 




                (6.09) 
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3. Obratno, diferencijalnata ravenka na sistemot mo`e da se opredeli od 

prenosnata funkcija, ako Laplasoviot operator - s se zameni so linearniot 

operator za diferencirawe - D. 

4. Stabilnosta na eden linearen sistem se opredeluva od karakteristi~nata 

ravenka na sistemot. Karakteristi~nata ravenka se dobiva ako imenitelot 

na prenosnata funkcija se izedna~i so nula. Sistemot e stabilen dokolku 

site koreni  na karakteristi~nata ravenka se so negativni realni delovi. 

5. Korenite na imenitelot na prenosnata funkcija se polovite na sistemot, a 

korenite na broeitelot se nulite na sistemot. Ako se opredeleni polovite 

i nulite na sistemot, spored ravenka (6.05), ostanuva da se opredeli u{te 

konstantata - k za da se dobie prenosnata funkcija na sistemot. Konstanta-

ta - k na sistemot u{te se narekuva zasiluva~ki faktor na sistemot. 

 Polovite i nulite na sistemot mo`e da se pretstavat i grafi~ki so pol-

nula mapata vo s - poleto, odnosno j   - ramninata, i pritoa e usvoeno 

polovite da se ozna~uvaat so "", a nulite so "". 

 

 

6.2.  Prenosni funkcii na kompenzatori na upravuva~kite sistemi 

 

Vo upravuva~kite sistemi se koristat pove}e tipovi na kompenzatori. Naju-

potrevuvani se slednite tri tipa na kompenzatori: 

1. Zabrzuva~ki kompenzator 

Op{tiot oblik na prenosnata funkcija na eden zabrzuva~ki kompenzator e; 

 
( )

( )
( )

Y s s a
P s

X s s b


 


                (6.10) 

Ovoj kompenzator ima nula vo s a  , i pol vo s b  .  

Pritoa, kaj zabrzuva~kiot kompenzartor va`i a b , odnosno nulata e pob-

lisku do centarot na y-poleto, kako }to mo`e da se vidi od pol-nula mapata 

dadena na slika 6.2. 
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Slika 6.2.  Pol-nula mapa na zabrzuva~ki kompenzator 

 

2. Usporuva~ki kompenzator 

Prenosnata funkcija na eden usporuva~ki kompenzator e: 

 
( )

( )
( )

Y s s a
P s

X s s b


 


                (6.11) 

I, ovoj kompenzator ima nula vo s a  , i pol vo s b  , no pritoa va`i 

a b , odnosno polot e poblisku do centarot na y-poleto. Pol-nula mapata na 

eden usporuva~ki kompenzator e dadena na slika 6.3. 

 

Slika 6.3.  Pol-nula mapa na usporuva~ki kompenzator 

 

3. Zabrzuva~ko-usporuva~ki kompenzator 

Op{tiot oblik na prenosnata funkcija na eden zabrzuva~ko-usporuva~ki 

kompenzator e; 

 
  

  
1 2

1 2

( )
( )

( )

s a s aY s
P s

X s s b s b

 
 

 
                (6.12) 

Ovoj kompenzator ima dve nuli vo 1s a   i 2s a  , i dva pola vo 1s b   i 

2s b  , i pritoa va`i 1 1a b  i 2 2a b . Pol-nula mapata na eden zabrzu-

va~ko-usporuva~ki kompenzator e dadena na slika 6.4. 
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Slika 6.4.  Pol-nula mapa na zabrzuva~ko-usporuva~ki kompenzator 

 

6.3.  Vremenski i frekfenten odziv na sistemi 

Odzivot na sistemot za daden vlez mo`e da se opredeli direktno od prenosna-

ta funkcija, ako site po~etni uslovi na sistemot se ednakvi na nula, od ra-

venkata: 

 ( ) ( ) ( )Y s P s X s                  (6.13) 

odnosno      1 1( ) ( ) ( ) ( )y t Y s P s X s   L L                 (6.14) 

Ako na vlezot se dovede otsko~na funkcija so amplituda A, ili takanare~en 

ednonaso~en vlez, odnosno: 

 ( ) ( )x t A u t                  (6.15) 

ili  ( )
A

X s
s

                  

Laplasovata transformacija na izlezot za po~etni uslovi ednakvi na nula }e 

bide:  ( ) ( )
A

Y s P s
s

                  (6.16) 

Dokolku sistemot e stabilen, stalnata sostojba na negoviot izlez }e bide 

otsko~na funkcija so amplituda (0)A P , odnosno: 

 ( ) (0) ( )ssy t A P u t                   (6.17) 

Kade {to e: (0)P - ednonaso~no zasiluvawe na sistemot, odnosno 

0
(0) ( )

s
P P s


  

Ovoj slu~aj e grafi~ki prika`an na slika 6.5. 
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Slika 6.5.  Stalna sostojba na izlezot na stabilen sistem za vlez otsko~na funkcija 

 

Stalna sostojba na izlezot - ( )ssy t , pretstavuva vrednost na izleznata golemi-

na po opredeleno vreme koga zavr{uva preodniot re`im, odnosno koga se gubi 

preodnata komponenta na izlezot i pritoa va`i: 

lim ( ) 0ps
t

y t


  

Ako na vlezot na eden stabilen sistem se dovede prostoperiodi~na funkcija, 

na primer: 

 ( ) sinx t A t   (6.18) 

stalnata sostojba na izlezot }e bide opredelena so izrazot: 

 ( ) ( ) sin( )ssy t A P j t      (6.19) 

odnosno stalnata sostojba na izlezot - ( )ssy t  e isto taka prostoperiodi~na 

funkcija so amplituda ( )A P j  i promenet vlezen fazen agol  za vrednost 

arg ( )P j  . 

Spored toa: ( )P j  e zasiluvawe na sistemot za sinusoidalen vlez so frek-

fencija  , a arg ( )P j   e vrednosta na faznoto pomestuvawe na vlezniot 

agol za dadena frekfencija  . 

Ova grafi~ki e pretstaveno na slika 6.6. 
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Slika 6.6.  Stalna sostojba na izlezot na stabilen sistem  
za vlez prostoperiodi~na funkcija 

 

Stalnata sostojba na izlezot od eden stabilen sistemot ima ist oblik kako 

vlezot i mo`e da se dobie ako amplitudata na vlezot se pomno`i so ( )P j , a 

vlezniot fazen agol se pomesti za vrednost  arg ( )P j  . 

Kompleksnata vrednost na prenosnata funkcija - ( )P j  se dobiva od prenos-

nata funkcija ( )P s , koga laplasoviot operator y }e se zameni so j , odnosno: 

s j  

 

Zada~a 6.1.  Da se opredeli prenosnata funkcija na eden sistem opi{an so 

slednata diferencijalna ravenka: 

2

2
4 5

d y dy dx
y x

dt dt dt
     (6.20) 

Re{enie:      So Laplasova transformacija na matemati~kiot model na siste-

mot (6.20) i so otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se do-

biva: 

 2 ( ) 4 ( ) 5 ( ) ( ) ( )s Y s sY s Y s sX s X s     (6.21) 

Ravenkata (6.21) mo`e da se prika`e vo oblik: 

 
2

1
( ) ( )

4 5

s
Y s X s

s s




 
 (6.22) 

Spored toa prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

 
2

( ) 1
( )

( ) 4 5

Y s s
P s

X s s s


 

 
 (6.23) 
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Zada~a 6.2.  Da se opredeli prenosnata funkcija na uprosten model na edno 

vozilo (zada~a 2.2), ako izlezna golemina e vertikalnoto pomestuvawe na vo-

ziloto - ( )y t , a vlezna golemina e profilot na patot - ( )x t . 

Za dadenite parametri na voziloto vo zada~a 2.2, matemati~kiot model e 

opredelen so ravenkata (2.11):  

 
2

2
12 20 12 20

d y dy dx
y x

dt dx dt
     (6.24) 

Re{enie:      So Laplasova transformacija na matemati~kiot model na siste-

mot (6.24) i so otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se do-

biva: 

 2 ( ) 12 ( ) 20 ( ) 12 ( ) 20 ( )s Y s sY s Y s sX s X s      

odnosno: 
 

2

4 3 5
( ) ( )

12 20

s
Y s X s

s s


 

 
 (6.25) 

Prenosnata funkcija za uprosten model na edno vozilo }e bide: 

 
 

2

4 3 5( )
( )

( ) 12 20

sY s
P s

X s s s


 

 
 (6.26) 

Blok-dijagramot za ovoj sistem e pretstaven na slika 6.7. 

 

 

Slika 6.7.  Blok-dijagram za uprosten model na edno vozilo  

 

Zada~a 6.3.  Da se opredeli prenosnata funkcija na seizmograf so koj{to se 

meri radijalnoto pomestuvawe na tloto pri zemjotres (zada~a 2.3) i da se 

pretstavi blok-dijagramot za ovoj sistem, ako:  

a).  vlezna golemina e radijalnoto pomestuvawe na tloto - ( )x t , 

b). vlezna golemina e zabrzuvaweto na podlogata - 
2

2
( )

d x
a t

dt
 , 

a izlezna golemina e relativnata pozicija - ( )y t  (spored slika 2.7). 
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Re{enie:      

a).  Spored uslovite zadadeni vo zada~a 2.3 seizmografot e opi{an so matema-

ti~kiot model (2.18):  

 
2

2

012

2

dt

xd
ya

dt

dy
a

dt

yd
  (6.27) 

Kade {to se: 
M

K
a

M

B
a  01        ;  

So Laplasova transformacija na matemati~kiot model na sistemot (6.27) i so 

otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se dobiva: 

 2 2

1 0( ) ( ) ( ) ( )s Y s a sY s a Y s s X s     

odnosno: 
2

2

1 0

( ) ( )
s

Y s X s
s a s a

 
 

 (6.28) 

Prenosnata funkcija na seizmografot }e bide: 

 
2

2

1 0

( )
( )

( )

Y s s
P s

X s s a s a
 

 
 (6.29) 

Blok-dijagramot za seizmograf, koga vlez e radijalnoto pomestuvawe na tloto 

- ( )x t , a izlez e relativnata pozicija - ( )y t  e prika`an na slika 6.8. 

 

 

Slika 6.8.  Blok-dijagram na seizmograf  

 

b).  Spored izvedeniot matemati~ki model daden so ravenka (6.27), ako vlezna 

golemina e zabrzuvaweto na podlogata - ( )a t , odnosno ako seizmografot se ko-

risti kako akscelerometar (mera~ na zabrzuvawe), a izlezna golemina e rela-

tivnata - ( )y t , se dobiva izrazot:  

 
2

1 02
( )

d y dy
a a y a t

dt dt
    (6.30) 

So Laplasova transformacija na matemati~kiot model daden so ravenka (6.30) 

i so otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se dobiva: 



6.  Prenosni funkcii 
 

221 

 2

1 0( ) ( ) ( ) ( )s Y s a sY s a Y s A s     

odnosno: 
2

1 0

1
( ) ( )Y s A s

s a s a
 

 
 (6.31) 

Prenosnata funkcija na dadeniot sistem }e bide: 

 
2

1 0

( ) 1
( )

( )

Y s
P s

A s s a s a
 

 
 (6.32) 

Blok-dijagramot za dadeniot fizi~ki sistem (mera~ na zabrzuvawe), koga vlez 

e zabrzuvaweto na podlogata - ( )a t , a izlez e relativnata pozicija - ( )y t  e 

prika`an na slika 6.9. 

 

 

 

Slika 6.9.  Blok-dijagram na mera~ na zabrzuvawe  

 

Zada~a 6.4.  Da se opredeli prenosnata funkcija na mehani~kiot sistem 

prika`an na slika 2.9 (Zada~a 2.4), ako nadvore{nata pobuda na sistemot, od-

nosno silata - ( )f t  dejstvuva na kutijata so masa 2M  i ako: 

a). Vlezna golemina e pomestuvaweto 2( ) ( )x t x t na kutijata so masa 2M , a iz-

lezna golemina e pomestuvaweto na masata 1M , odnosno 1( ) ( )y t x t . 

b). Vlez za dadeniot sistem e silata ( )f t , ( ) ( )x t f t , a izlezna golemina e po-

mestuvaweto na masata 1M , odnosno 1( ) ( )y t x t . 

Re{enie:      Vrz osnova na slika 2.9 i uslovite dadeni vo zada~ata se crta ek-

vivalentnata mehani~ka {ema za sistemot i taa e prika`ana na slika 6.10. 
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Slika 6.10.  Ekvivalentna mehani~ka {ema za fizi~kiot sistem  

 

Matemati~kiot model so koj{to se opi{uva dadeniot sistem }e bide prezen-

tiran so sistemot od diferencijalni ravenki: 

 Jazol 1:       2

2 1 2 1 2 2 1 1 1 ( )M D B B D K K x B D K x f t          (6.33.a) 

 Jazol 2:    2

1 1 1 1 1 1 2 0M D B D K x B D K x      (6.33.b) 

Od sistemot na diferencijalni ravenki (6.33) se dobiva baraniot oblik na 

matemati~kiot model na mehani~kiot sistem. 

a).   Ako ravenkata (6.33.b) se podeli so 1M  se dobiva: 

    2

1 0 1 1 0 2D a D a x b D b x     (6.34) 

odnosno: 
2

1 1 2
1 0 1 1 0 22

d x dx dx
a a x b b x

dt dt dt
     (6.35) 

kade {to se: 1
1

1

B
a

M
 , 1

0

1

K
a

M
 , 

 1
1 1

1

B
b a

M
  , 1

0 0

1

K
b a

M
  , 

koeficienti na dadeniot matemati~ki model na sistemot (6.35). 

So Laplasova transformacija na matemati~kiot model na sistemot (6.35) i so 

otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se dobiva: 

 2

1 1 1 0 1 1 2 0 2( ) ( ) ( )s X s a sX s a X s b sX b X     (6.36) 
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Prenosnata funkcija na sistemot, spored uslovite dadeni vo zada~ata, }e 

bide: 

 1 01

2

2 1 0

( )( )
( )

( ) ( )

b s bX sY s
P s

X s X s s a s a


  

 
 (6.37) 

Mehani~kiot sistem, pretstaven preku blok-dijagram, e prika`an na slika 

6.11. 

 

 

 

Slika 6.11.  Blok-dijagram na mehani~kiot sistem  

 

b).   Od diferencijalnata ravenka (6.33.b) sledi: 

 
2

1 1 1
2 1

1 1

M D B D K
x x

B D K

 



 (6.38) 

So zamena na ravenka (6.38) vo ravenkata (6.33.a) i so nejzino sreduvawe se do-

biva: 

   4 3 2

1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 2M M D M B M B M B D M K M K M K B B D          

   1 2 2 1 1 2 1 1 1B K B K D K K x B D K f      (6.39) 

Ako ravenkata (6.39) se podeli so koeficientot 1 2M M  se dobiva kone~niot 

oblik na baraniot matemati~ki model: 

    4 3 2

3 2 1 0 1 1 0D a D a D a D a x b D b f       (6.40) 

odnosno: 
4 3 2

1 1 1
3 2 1 0 1 1 04 3 2

d x d x d x dx df
a a a a x b b f

dt dt dt dt dt
       (6.41) 

Kade {to se: 
21

122111
3

MM

BMBMBM
a


  

 
21

21122111
2

MM

BBKMKMKM
a
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21

1221
1

MM

KBKB
a


  (6.42) 

 
21

21
0

MM

KK
a   

 
21

1
1

MM

B
b  ; 

21

1
0

MM

K
b   

koeficienti za dadeniot matemati~ki model. 

O~igledna e identi~nosta na koeficientite (6.42) so koeficientite (2.24) 

dobieni vo zada~a 2.4. 

So Laplasova transformacija na matemati~kiot model na sistemot (6.41) i so 

otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se dobiva: 

 4 3 2

1 3 1 2 1 1 1 0 1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s X s a s X s a s X s a sX s a X s b sF s b F s       (6.43) 

Prenosnata funkcija na sistemot, spored uslovite dadeni vo zada~ata, }e 

bide: 

 1 0

4 3 2

1 3 2 1 0

( ) ( )
( )

( ) ( )

b s bY s F s
P s

X s X s s a s a s a s a


  

   
 (6.44) 

Mehani~kiot sistem, pretstaven preku blok-dijagram, e prika`an na slika 

6.12. 

 

 

Slika 6.12.  Blok-dijagram na mehani~kiot sistem  

 

Zada~a 6.5.  Da se opredeli prenosnata funkcija na eden dvostepen reduk-

tor izveden so cilindri~ni zap~enici so pravi zapci, prika`an na slika 2.28 

(Zada~a 2.12), ako vlez e promenata na pogonskiot vrte`en moment - ( )T t , a iz-

lez e agolnata pozicija na izleznoto vratilo od reduktorot - 3( )t . 
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Re{enie:      Spored uslovite vo zada~ata 2.12, matemati~kiot model na reduk-

torot, ako vlez e promenata na pogonskiot vrte`en moment - ( )T t , a izlez e 

agolnata pozicija na izleznoto vratilo od reduktorot - 3( )t , e daden so ra-

venkata (2.57): 

 )(3

2

3

2

tT
dt

d
B

dt

d
J EKVEKV 


 (6.45) 

So Laplasova transformacija na matemati~kiot model na sistemot (6.45) i so 

otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se dobiva: 

 2

3 3( ) ( ) ( )EKV EKVJ s s B s s T s     (6.46) 

So delewe na ravenkata (6.46) so EKVJ  i so nejzino sreduvawe se dobiva pre-

nosnata funkcija na sistemot: 

 
 

3

0

( )( )
( )

( ) ( )

sY s k
P s

X s T s s s a


  


 (6.47) 

Kade {to se: 
1

EKV

k
J

 ,        0
EKV

EKV

B
a

J
  

Blok-dijagramot za dadeniot dvostepen reduktor e prika`an na slika 6.13. 

 

 

 

Slika 6.13.  Blok-dijagram na dvostepen reduktor  

 

Zada~a 6.6.  Da se opredeli prenosnata funkcija na rotaciono-

translacioniot mehani~ki sistem, prika`an na slika 2.31 (Zada~a 2.13) i da 

se nacrta negoviot blok-dijagram, ako vlez e promenata na pogonskiot 

vrte`en moment - ( )TT t , a izlez e linearnoto pomestuvawe na masata M - ( )y t . 
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Re{enie:      So primena na relacite dadeni so ravenkite (2.59) i (2.60) i so 

sreduvawe na sistemot od diferencijalni ravenki (2.61) se dobiva matema-

ti~kiot model na rotaciono-translacioniot mehani~ki sistem prika`an na 

slika 2.31, i toj }e bide: 

 
    2

,1 ,2 3 3 ,1 ,2 3 34 3 2

3 3 3

T T T TM B B JB JK B B B r MKJM
D D D

rK rK rK

     
  



 

 
  2

,1 ,2 3 3 3

3

( ) ( )
T T

T

B B K r B K
D y t T t

rK

 
  



 (6.48) 

So delewe na ravenkata (6.48) so koeficientot pred ~lenot so najvisok izvod 

na izleznata golemina - 
3

JM

rK
, se dobiva kone~niot oblik na diferencijalnata 

ravenka, koja {to pretstavuva  matemati~ki model na sistemot: 

  4 3 2

3 2 1 ( ) ( )TD a D a D a D y t k T t       (6.49) 

odnosno:  
4 3 2

3 2 14 3 2
( )T

d y d y d y dy
a a a k T t

dt dt dt dt
      (6.50) 

Kade {to se:  
 ,1 ,2 3

3

T TM B B JB
a

JM

 
  

 
  2

3 ,1 ,2 3 3

2

T TJK B B B r MK
a

JM

  
  

 
  2

,1 ,2 3 3 3

1

T TB B K r B K
a

JM

 
  

koeficienti na matemati~kiot model na sistemot (6.50). 

So Laplasova transformacija na matemati~kiot model na sistemot (6.50) i so 

otfrlawe na ~lenovite od po~etnite uslovi na sistemot se dobiva: 

 4 3 2

3 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ts Y s a s Y s a s Y s a sY s k T s      (6.51) 

Spored toa, prenosnata funkcija na sistemot }e bide: 

 
 3 2

3 2 1

( ) ( )
( )

( ) ( )T

Y s Y s k
P s

X s T s s s a s a s a
  

  
 (6.52) 
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Mehani~kiot sistem, pretstaven preku blok-dijagram, e prika`an na slika 

6.14. 

 

 

 

Slika 6.14.  Blok-dijagram na rotaciono-translacioniot sistem  

 

Zada~a 6.7.  Na vlezot od eden fizi~ki sistem, ~ija {to prenosna funkcija 

e nepoznata, e dovedena edine~na impulsna funkcija: ( ) ( )x t t . Vo po~etniot 

moment sistemot se nao|al vo miruvawe, odnosno site po~etni uslovi na sis-

temot se ednakvi na nula. Promenata na izleznata golemina na sistemot e iz-

merena (slika 6.15) i mo`e da se aproksimira so eksponencijalnata vremenska  

funkcija: 2 4( ) 2 t ty t e e    . 

 

 

Slika 6.15.  Identifikacija na prenosna funkcija na fizi~ki sistem  

 

Da se opredeli prenosnata funkcija na ovoj fizi~ki sistem. 

Re{enie:      Laplasovata transformacija na vlezot e: 

    ( ) ( ) ( ) 1X s x t t  L L  (6.53) 

Prenosnata funkcija na sistemot }e bide: 

 2 4( ) 2 1
( ) ( ) 2

( ) 2 4

t tY s
P s Y s e e

X s s s

          
L  
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   2

3 10 3 10
( )

2 4 6 8

s s
P s

s s s s

 
 

   
 (6.54) 

Napomena: Od ovie pri~ini edine~nata impulsna funkcija u{te se narekuva 

"bel {um", bidej}i taa ~esto pati se koristi za identifikacija na sistemite, 

odnosno so nejzna pomo{ se opredeluva prenosnata funkcija na daden fizi~ki 

sistem. 

 

Zada~a 6.8.  Edine~niot impulsen odziv na eden fizi~ki sistem e prigu{en 

sinusoidalen signal: 3( ) sin 2ty t e t

 . 

 Da se opredeli prenosnata funkcija - ( )P s  na sistemot i diferencijalnata 

ravenka, koja {to pretstavuva matemati~ki model na dadeniot fizi~ki sis-

tem. 

Re{enie:      Pod poimot "edine~en impulsen odziv" se podrazbira odziv na 

sistemot koga na  vlezot e dovedena impulsna funkcija - ( )t  i koga site 

po~etni uslovi na sistemot se ednakvi na nula. 

Spored toa, prenosnata funkcija na sistemot e Laplasovata transformacija 

na negoviot edine~en impulsen odziv (vidi zada~a 6.7). 

   3( )
( ) ( ) ( ) sin 2

( )

tY s
P s Y s y t e t

X s
 

      L L  

 
 

2 22

2 2
( )

6 133 2
P s

s ss
 

  
 (6.55) 

Od ravenkata (6.55) se dobiva: 

  2 6 13 ( ) 2 ( )s s Y s X s      (6.56) 

Spored osobinata 3 za prenosnite funkcii mnogu ednostavno se dobiva dife-

rencijalnata ravenka na sistemot, odnosno negoviot matemati~ki model: 

  2 6 13 ( ) 2 ( )D D y t x t      

odnosno: 
2

2
6 13 2 ( )

d y dy
y x t

dt dt
    (6.57) 
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Zada~a 6.9.  Daden e edine~niot otsko~en odziv na eden linearen i stabilen 

sistem: 

 2 38 2
( ) 6 4

3 3

t t t

uy t e e e       (6.58) 

 Da se opredeli prenosnata funkcija - ( )P s  na sistemot.  

Re{enie:      Pod poimot "edine~en otsko~en odziv" se podrazbira odziv na 

sistemot koga na  vlezot e dovedena otsko~na funkcija - ( )u t  i koga site 

po~etni uslovi na sistemot se ednakvi na nula. 

So ogled na faktot deka impulsnata funkcija pretstavuva izvod na ots-

ko~nata funkcija, odnosno: 

  ( ) ( )
d

t u t
dt

   (6.59) 

toga{, za linearen i stabilen sistem, i edine~niot impulsen odziv }e dobie 

kako izvod na edine~niot otsko~en odziv: 

   2 38 2
( ) ( ) 6 4

3 3

t t t

u

d d
y t y t e e e

dt dt


   
     

 
 

Spored toa, se dobiva:  2 3( ) 6 8 2t t ty t e e e

      (6.60) 

Prenosnata funkcija na sistemot }e se dobie kako Laplasova transformacija 

na edine~niot impulsen odziv (6.60). 

   2 3 6 8 2
( ) ( ) 6 8 2

1 2 3

t t tP s y t e e e
s s s



             
L L  (6.61) 

Od izrazot (6.61) se dobiva; 

 
 

   

4 4( )
( )

( ) 1 2 3

sY s
P s

X s s s s


 

  
 (6.62) 

Prenosnata funkcija mo`e da se dobie i na drug na~in, ako se najde Laplasova 

transformacija na edine~niot otsko~en odziv: 

  
 

2 38 2 8 6 4 2
( ) ( ) 6 4

3 3 3 1 2 3 3

t t t

u uY s y t e e e
s s s s

   
             
L L  (6.63) 
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odnosno: 
 

   

4 4
( )

1 2 3
u

s
Y s

s s s s




  
 (6.64) 

Izvod vo y-domenot, spored definicija, e: 

0( )
dy

sY s y
dt

 
  

 
L  

Bidej}i po~etnite uslovi na sistemot se ednakvi na nula, toga{ Laplasovata 

transformacija na impulsniot odziv, odnosno prenosnata funkcija na siste-

mot, }e bide: 

 
 

   

4 4
( ) ( ) ( )

1 2 3
u

s
P s Y s sY s

s s s



  

  
 (6.65) 

 

Zada~a 6.10.  Na vlezot od eden fizi~ki sistem (uprosten model na edno vo-

zilo - zada~a 2.2), ~ija {to prenosna funkcija e nepoznata, e dovedena 

edine~na otsko~na funkcija: ( ) ( )x t u t . Vo po~etniot moment site po~etni 

uslovi na sistemot se ednakvi na nula. 

Izleznata golemina (vertikalnoto pomestuvawe na voziloto) e precizno iz-

merena i promenata na nejzinata golemina mo`e da se aproksimira so funkci-

jata (slika 6.16): 

 2 101 5
( ) 1

4 4

t ty t e e     (6.66) 

Da se identifikuva prenosnata funkcija na ovoj fizi~ki sistem. 

 

 

Slika 6.16.  Identifikacija na prenosna funkcija na uprosten model na edno vozilo  
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Re{enie:      Edine~niot impulsen odziv na dadeniot fizi~ki sistem }e se do-

bie kako izvod na edine~niot otsko~en odziv, odnosno: 

   2 101 5
( ) ( ) 1

4 4

t t

u

d d
y t y t e e

dt dt


  
    

 
 

od kade {to se dobiva: 2 101 25
( )

2 2

t ty t e e

     (6.67) 

Prenosnata funkcija na uprosteniot model na edno vozilo }e se dobie kako 

Laplasova transformacija na edine~niot impulsen odziv (ravenka 6.67): 

  
   

2 101 25 1 25
( ) ( )

2 2 2 2 2 10

t tP s y t e e
s s



  
          
L L  (6.68) 

Od izrazot (6.68) se dobiva: 

 
 

 
22

4 3 5( ) 24 40
( )

( ) 12 202 12 20

sY s s
P s

X s s ss s


  

  
 (6.69) 

Na ovoj na~in e izvr{ena eksperimentalna identifikacija na prenosnata 

funkcija na uprosten model na edno vozilo. 

 

Zada~a 6.11.  Da se opredeli dali fizi~kiot sistem od prethodnata zada~a, 

pretstaven so prenosnata funkcija (6.69) e stabilen ili nestabilen sistem.  

Re{enie:      Karakteristi~nata ravenka na sistemot se dobiva ako polinomot 

vo imenitelot na prenosnata funkcija se izedna~i so nula, odnosno: 

 2 12 20 0s s    (6.70) 

Karakteristi~nata ravenka mo`e da bide ispitana so primena na nekoj od 

kriteriumite za stabilnost dadeni vo glava 5.  

Routh-ovata tabela za ovoj sistem }e bide: 

     2 12 20 0s s    

2s  1 20 

1s  12 0 

0s  20 0 



6.  Prenosni funkcii 
 

232 

Sistemot e stabilen, bidej}i nema promena na znakot vo prvata kolona na 

Routh-ovata tabela. 

 

Zada~a 6.12.  Da se opredeli prenosnata funkcija na eden sistem koj{to ima: 

a). Zasiluva~ki faktor 2 i pol-nula mapa vo s - poleto, odnosno j   - ram-

ninata, prika`ana na slika 6.17.a. 

b). Zasiluva~ki faktor 5 i pol-nula mapa vo j   - ramninata prika`ana na 

slika 6.17.b. 

 

 a).  b). 

Slika 6.17.  Pol-nula mapi na prenosni funkcii  

 

Re{enie:      a). Prenosnata funkcija ima nuli vo: -1, -2 i polovi vo: 0, -3, -3. 

Spored toa, prenosnata funkcija e: 

 
  

 
2

2 1 2( )
( )

( ) 3

s sY s
P s

X s s s

 
 


 (6.71) 

b). Prenosnata funkcija ima nuli vo: 1 j   i polovi vo: -1, 2 j  , pa spored 

toa, prenosnata funkcija e: 

 
  

   

 
  

2

2

5 2 25 1 1( )
( )

( ) 1 2 2 1 4 5

s ss j s jY s
P s

X s s s j s j s s s

    
  

       
 (6.72) 

 

Zada~a 6.13.  Edine~niot impulsen odziv na eden sistem e:  

  ( ) 1 sinty t e t

  . (6.73) 

Da se opredeli prenosnata funkcija - ( )P s  na sistemot i diferencijalnata 

ravenka so koja{to e opi{an sistemot. 
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Re{enie:      Prenosnata funkcija na sistemot se dobiva kako Laplasova 

transformacija na negoviot edine~en impulsen odziv (6.73): 

    
( )

( ) ( ) ( ) 1 sin
( )

tY s
P s Y s y t e t

X s
 

      L L  

 ( ) sint tP s e e t        L L  

 
    

2

2 2

1 1 1
( )

1 1 2 21 1

s s
P s

s s s ss

 
  

    
 (6.74) 

Od prenosnata funkcija (6.74) se dobiva: 

    3 2 23 4 2 ( ) 1 ( )s s s Y s s s X s       (6.75) 

So zamena na Laplasoviot operator - y so linearniot operator na diferenci-

rawe - D , direktno se dobiva diferencijalnata ravenka (matemati~kiot mod-

el) na sistemot: 

    3 2 23 4 2 ( ) 1 ( )D D D y t D D x t       

odnosno: 
3 2 2

3 2 2
3 4 2

d y d y dy d x dx
y x

dt dt dt dt dt
       (6.76) 

 

Zada~a 6.14.  Na slika 6.18 e prika`ana edna R-C  elektri~na mre`a (zada~a 

2.16). Da se opredeli prenosnata funkcija za ovoj sistem ako se usvoi deka 

vlez e naponot 0 ( )u t , a izlez e naponot na kraevite od 2R  - ( )Ru t . 

Da se opredeli koj tip na kompenzator pretstavuva ovoj elektri~en sistem. 

 

Slika 6.18.  R-C elektri~na mre`a na eden kompenzator  
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Re{enie:      Pod pretpostavka deka elektri~noto kolo ne e optovareno, 

spored osnovnite zakoni vo elektrotehnikata (Omoviot zakon i Kirhofovite 

zakoni) se dobiva: 

 
2

2

( )
( ) ( )        ( ) R

R

u t
u t R i t i t

R
     (6.77) 

Spored II-Kirhofov zakon sledi: 

 0 1 1 0( ) ( ) ( )        ( ) ( ) ( )R Ru t u t u t u t u t u t      (6.78) 

Spored I-Kirhofov zakon za konturata AB se dobiva: 

 1 1
1 2

1

( )
( ) ( ) ( )

u t du
i t i t i t C

R dt
     (6.79) 

So zamena na ravenkite (6.77) i (6.78) vo ravenkata (6.79) se dobiva: 

    0 0

1 2

( )1
( ) ( ) ( ) ( ) R

R R

u td
u t u t C u t u t

R dt R
     

odnosno: 0 0

1 1 2

( ) ( ) ( )R R R
du u t du u t u t

C C
dt R dt R R

     (6.80) 

So Laplasova transformacija na matemati~kiot model (6.80) se dobiva: 

 0

1 1 2

1 1 1
( ) ( )RCs U s Cs U s

R R R

   
        

   
 (6.81) 

Od ravenkata (6.81) se dobiva prenosnata funkcija na elektri~niot sistem: 

 1

0

1 2

1

( )
( )

1 1( )

R

Cs
U s R s a

P s
U s s b

Cs
R R




  


 

 (6.82) 

Kade {to se:  
1

1
a

CR
 ;     

1 2

1 1
b

CR CR
   

O~igledno e deka e: b a , odnosno prenosnata funkcija (6.82) e prenosna 

funkcija na eden zabrzuva~. 
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Zada~a 6.15.  Na slika 6.19 e prika`ana edna R-C  elektri~na mre`a. Da se 

opredeli prenosnata funkcija na ovoj sistem ako vlez e naponot 0 ( )u t , a izlez 

e naponot 
1( )u t . 

Da se opredeli koj tip na kompenzator pretstavuva ovoj elektri~en sistem. 

 

Slika 6.19.  R-C elektri~na mre`a na eden kompenzator  

 

Re{enie:      Spored II-Kirhofov zakon za dadenoto elektri~no kolo na slika 

6.19 se dobiva ravenkata: 

 0 1 2

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

t

u t R i t R i t i d
C

        (6.83) 

Izlezniot napon 1( )u t  se presmetuva od izrazot: 

 1 2

0

1
( ) ( ) ( )

t

u t R i t i d
C

      (6.84) 

So Laplasova transformacija na ravenkite (6.83) i (6.84) se dobiva: 

 0 1 2

1
( ) ( )U s R R I s

C s

 
    

 
 (6.85) 

 1 2

1
( ) ( )U s R I s

C s

 
   

 
 (6.86) 

Ako Laplasovata transformacija na strujata - ( )I s  se izrazi od ravenkata 

(6.85) i toj izraz se zameni vo ravenkata (6.86) se dobiva prenosnata funkcija 

na dadenata elektri~na mre`a: 

 
2

1

0
1 2

1

( )
( )

1( )

R
U s C sP s
U s

R R
C s


 

 


 (6.87) 
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So sreduvawe na ravenkata (6.87) se dobiva: 

 1

0

( )
( )

( )

U s s a
P s k

U s s b


 


 (6.88) 

Kade {to se:  
2

1
a

R C
 ;     

 1 2

1
b

R R C



;    

 
2

1 2

R Cb
k

a R R C
 


. 

O~igledno e deka e: a b , odnosno prenosnata funkcija (6.88) pretstavuva 

prenosna funkcija na eden usporuva~ki kompenzator. 

 

Zada~a 6.16.  Za elektri~nata R-C  mre`a, dadena vo zada~a 2.17, da se oprede-

li prenosnata funkcija na ovoj sistem, ako vlez za sistemot e naponot ( )u t , a 

izlez za sistemot e naponot 2 ( )u t . 

Da se opredeli koj tip na kompenzator pretstavuva ovoj elektri~en sistem. 

Re{enie:      Spored I-Kirhofov zakon za konturata AV se dobiva ravenkata: 

    2 1 2

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d
i t u t u t C u t u t

R dt
       (6.89) 

Izlezot na sistemot, odnosno naponot 2 ( )u t  se opredeluva od izrazot: 

 2 2

2 0

1
( ) ( ) ( )

t

u t R i t i d
C

       (6.90) 

So Laplasova transformacija na ravenkite (6.89) i (6.90), pri po~etni uslovi 

ednakvi na nula, se dobiva: 

 1 1 2

1 1

1 1
( ) ( ) ( )I s C s U s C s U s

R R

   
          
   

 (6.91) 

 2 2

2

1
( ) ( )U s R I s

C s

 
   

 
 (6.92) 

So eliminacija na ( )I s  od ravenkite (6.91) i (6.92) se dobiva relacijata: 

 2
1 2 1

1 1

2

2

( ) 1 1
( ) ( )

1

U s
C s U s C s U s

R R
R

C s

   
          

      
 

 (6.93) 
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So sreduvawe na ravenkata (6.93) se dobiva prenosnata funkcija za dadenata 

elektri~na mre`a: 

 1 1 2 22

2

2 1 1 1 2 2 1 2 1 2

1 1

( )
( )

( ) 1 1 1 1

s s
R C R CU s

P s
U s

s s
R C R C R C R R C C

   
     

    
 

    
 

 (6.94)  

Prenosnata funkcija (6.94) mo`e da se napi{e vo op{t oblik: 

 
   

   
1 22

1 2

( )
( )

( )

s a s aU s
P s

U s s b s b

  
 

  
 (6.95)  

Kade {to se:  
1

1 1

1
a

R C
 ; 

2

2 2

1
a

R C
 ; 1 2 1 2

1 2 1 2

1
b b a a

R R C C
    ;  

1 2 1 2

2 1

1
b b a a

R C
    . 

Prenosnata funkcija (6.95) pretstavuva prenosna funkcija na eden zabrzu-

va~ko-usporuva~ki kompenzator. 

 

Zada~a 6.17.  Da se opredeli stalnata sostojba na izlezot: ( ) ?ssy t  , za sekoj od 

sistemite: 

 a).  
( ) 2

( )
( ) 1

Y s
P s

X s s
 


 (6.96) 

 b).  
   

( ) 8
( )

( ) 1 2

Y s
P s

X s s s
 

  
 (6.97) 

 v).  
 

   

2 4( )
( )

( ) 1 2

sY s
P s

X s s s

 
 

  
 (6.98) 

ako na vlezot e dovedena funkcijata:  ( ) 5 ( )x t u t   

Re{enie:      Za linearen i stabilen sistem i za vlez otsko~na funkcija, stal-

nata sostojba na negoviot izlez }e bide konstantna vrednost so amplituda 

(0)A P , odnosno: 

( ) (0)ssy t A P   

Za konkretniot primer, amplitudata na otsko~nata funkcija na vlezot e: 

5A   
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Spored toa, za da se opredeli stalnata sostojba na izlezot dovolno e da se 

opredeli ednonaso~enoto zasiluvawe (0)P  za sekoj od sistemite. 

a).  O~igledno e deka sistemot pretstaven so prenosnata funkcija (6.96) e sta-

bilen sistem, pa, spored toa, ednonaso~enoto zasiluvawe }e bide: 

 
0

0

2
(0) ( ) 2

1s
s

P P s
s



  


 (6.99) 

Stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

 ( ) (0) 5 2 10ssy t A P      (6.100) 

b).  Sistemot pretstaven so prenosnata funkcija (6.97) e stabilen, bidej}i ne-

govata karakteristi~na ravenka ima koreni so negativen realen del: -1, -2. 

Spored toa, ednonaso~enoto zasiluvawe }e bide: 

 
   0

0

8
(0) ( ) 4

1 2s

s

P P s
s s



  
  

 (6.101) 

Stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

 ( ) (0) 5 4 20ssy t A P      (6.102) 

b).  Karakteristi~na ravenka na ovoj sistem (6.98) e identi~na so karakteris-

ti~na ravenka na sistemot pretstaven so prenosnata funkcija (6.97), pa, 

spored toa, i ovoj sistem e stabilen. 

Ednonaso~enoto zasiluvawe }e bide: 

 
 

   0

0

2 4
(0) ( ) 4

1 2s

s

s
P P s

s s



 
  

  
 (6.103) 

Stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

 ( ) (0) 5 4 20ssy t A P      (6.104) 

 

Zada~a 6.18.  Da se opredeli stalnata sostojba na izlezot: ( ) ?ssy t  , za siste-

mot pretstaven so prenosnata funkcija: 

 
   

( ) 4
( )

( ) 2 2 3

Y s
P s

X s s s
 

  
, (6.105) 
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ako na vlezot e dovedena funkcijata: 

 ( ) 4 sin 2x t t   (6.106) 

Re{enie:      Karakteristi~na ravenka  na ovoj sistem (6.105) ima koreni so ne-

gativen realen del i tie se: -2, 2 3 , pa, spored toa, se raboti za stabilen 

sistem. 

Stalnata sostojba na izlezot e dadena so izrazot (6.19): 

 ( ) ( ) sin( )ssy t A P j t      (6.107) 

Od funkcijata, koja {to e dovedena na vlezot, direktno se opredeluva: 

  4A    i  2  /rad s   

Zasiluvaweto na sistemot ( )P j  i vrednosta na faznoto pomestuvawe nav-

lezniot agol arg ( )P j   najednostavno mo`e da se opredelat so grafo-

analiti~ka metoda. 

Za taa cel se crta pol-nula dijagramot za prenosnata funkcija (6.105) i site 

polovi i nuli, vektorski se povrzuvaat so aktuelnata frekvencija, odnosno 

to~kata na imaginarnata oska 2j j  , kako {to e prika`ano na slika 6.20. 

 

Slika 6.20.  Pol-nula dijagram na prenosnata funkcija  

Spored skicata dadena na slika 6.20 lesno mo`e da se opredeli zasiluvaweto 

na sistemot: 

 
4 2

( )
42 2 4

P j  


 (6.108) 

i faznoto zasiluvawe na vlezniot agol: 

 arg ( 2) 45 30 75P j          



6.  Prenosni funkcii 
 

240 

odnosno izrazeno vo  rad  }e bide: 

 
75 5

arg ( 2)   
180 12

P j rad
  

     


 (6.109) 

Napomena: Vrednosta na fazniot doprinos na sekoj od vektorite e negativna, 

poradi toa {to vektorite poa|aat od pol. Ako vektorot poa|a od nula toga{ 

fazniot doprinos, meren od pozitivniot pravec na realnata oska, se zema so 

pozitivna vrednost. 

Ako se zamenat dobienite vrednosti za zasiluvaweto na sistemot (6.108) i 

faznoto pomestuvawe na vlezniot agol (6.109) vo ravenkata (6.107) se dobiva 

stalnata sostojba na odzivot na sistemot: 

 
2 5

( ) 4 sin 2
4 12

ssy t t
 

    
 

 

 
5

( ) 2 sin 2
12

ssy t t
 

   
 

 (6.110) 
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Zada~i za ve`bawe: 

 

Zada~a 6.19.  Daden e matemati~kiot model na eden fizi~ki sistem: 

 
4 3 2 2

4 3 2 2
2 3 2 2 4 5

d y d y d y dy d x dx
y x

dt dt dt dt dt dt
        (6.111) 

kade {to e: ( )x t  - vlez, a ( )y t  - izlez. 

a). Da se opredeli prenosnata funkcija na sistemot. 

b). Dali dadeniot matemati~ki model (6.111) prezentira stabilen sistem? 

v). Da se nacrta pol-nula mapata na prenosnata funkcija. 

Re{enie:      a). Prenosnata funkcija na dadeniot fizi~ki sistem }e bide: 

 
2

4 3 2

( ) 4 5
( )

( ) 2 3 2 2

Y s s s
P s

X s s s s s

 
 

   
. (6.112) 

b).  Stabilnosta na sistemot }e se ispita spored Routh-oviot kriterium: 

 

 4 3 22 3 2 2 0s s s s      

4s  1 3 2 

3s  2 2 0 

2s  2 2 0 

1s  0 0  

0s  2   
 

Bidej}i postoi nula vo prvata kolona od Routh-ovata tabela, sistemot }e bide 

grani~no stabilen odnosno nestabilen. 

v)  Pol-nula mapata na prenosnata funkcija (6.112) e dadena na slika 6.21. 

Napomena: Dva korena od karakteristi~nata ravenka se dobivaat spored oso-

binite na Routh-ovata tabela (glava 5) od ravenkata: 

 2 0As B   

 22 2 0s                1,2s j   
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Slika 6.21.  Pol-nula mapa na prenosnata funkcija  

 

Zada~a 6.20.  Dadena e pol-nula mapata na prenosnata funkcija na eden sis-

tem na avtomatsko upravuvawe (slika 6.22): 

 

Slika 6.22.  Pol-nula mapa na prenosna funkcija  

 

a). Da se opredeli prenosnata funkcija na sistemot. 

b). Da se opredeli vrednosta na polot vo a , taka da se dobie stabilen sistem. 

v). Da se napi{e diferencijalnata ravenka koja {to go opi{uva dadeniot sis-

tem na avtomatsko upravuvawe. 

Re{enie:      a). Prenosnata funkcija na sistemot, ~ii {to pol-nula dijagram e 

daden na slika 6.22  }e bide: 

 
 

   

2

3 2

10 4 5( )
( )

( ) 5 6 5 6

s sY s
P s

X s s a s a s a

  
 

    
. (6.113) 

b). Sistemot e nestabilen za site vrednosti na a, bidej}i karakteristi~nata 

ravenka na sistemot ima eden pol vo desnata polovina od s - poleto. 
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v). Diferencijalnata ravenka, koja {to pretstavuva matemati~ki model na 

dadeniot sistem, }e bide: 

      3 2 2( ) 5 ( ) 6 5 ( ) 6 ( ) 10 4 5 ( )D y t a D y t a Dy t ay t D D x t          

odnosno:    
3 2 2

3 2 2
5 6 5 6 10 4 5

d y d y dy d x dx
a a ay x

dt dt dt dt dt

 
        

 
 (6.114) 

 

Zada~a 6.21.  Da se opredeli prenosnata funkcija na eden fizi~ki sistem, 

ako na izlezot e izmeren edine~niot impulsen odziv: 

  ( ) 3 sin 2ty t e t

  . (6.115) 

Re{enie:      Prenosnata funkcija na dadeniot fizi~ki sistem }e bide: 

 
  

2 2

3 22

( ) 3 4 13 3 4 13
( )

( ) 3 7 51 2 5

Y s s s s s
P s

X s s s ss s s

   
  

    
. (6.116) 

 

Zada~a 6.22.  Daden e edine~niot impulsen odziv na eden fizi~ki sistem i 

toj iznesuva: 

  2 3 41
( ) 3 3

6

t t t ty t e e e e

        (6.117) 

a). Da se opredeli prenosnata funkcija na sistemot. 

b). Da se nacrta blok-dijagramot na sistemot.  

Re{enie:       a).  Prenosnata funkcija na dadeniot fizi~ki sistem }e bide: 

 
     4 3 2

( ) 1 1
( )

( ) 1 2 3 4 10 35 50 24

Y s
P s

X s s s s s s s s s
  

       
. (6.118) 

b). Blok-dijagramot na sistemot e pretstaven na slika 6.23. 

 

 

 

Slika 6.23.  Blok-dijagram za dadeniot fizi~ki sistem  
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Zada~a 6.23.  Daden e edine~niot impulsen odziv na eden fizi~ki sistem i 

toj iznesuva: 

 21
( ) 2 sin3

2

t t ty t e te e t

      (6.119) 

a). Da se opredeli prenosnata funkcija na sistemot. 

b). Da se opredeli dali ovoj sistem e stabilen.  

Re{enie:       a).  Prenosnata funkcija na dadeniot fizi~ki sistem }e bide: 

 
3 2

4 3 2

( ) 1 13 32 2
( )

( ) 2 4 16 24 20

Y s s s s
P s

X s s s s s

  
  

   
. (6.120) 

b). Stabilnosta na sistemot }e se ispita spored Routh-oviot kriterim. Ka-

rakteristi~nata ravenka za dadeniot sistem (6.120) }e bide: 

 4 3 24 16 24 20 0s s s s      (6.121) 

Bidej}i nema promena na predznacite na ~lenovite od prvata kolona na Routh-

ovata tabela (site ~lenovi se pozitivni), dadenata prenosna funkcija (6.120) 

}e prezentira stabilen sistem. 

 

Zada~a 6.24.  Da se opredeli prenosnata funkcija na eden fizi~ki sistem, 

ako na izlezot e izmeren edine~niot otsko~en odziv: 

 2( ) 2 4 sint t

uy t e e t    . (6.122) 

Re{enie:       Prenosnata funkcija na dadeniot fizi~ki sistem }e bide: 

 
  

2 2

3 22

( ) 9 20 20 9 20 20
( )

( ) 4 6 42 2 2

Y s s s s s
P s

X s s s ss s s

   
  

    
. (6.123) 

Zada~a 6.25.  Daden e edine~niot nagiben odziv: 

  2 21
( ) 7 6 16 6 2

8

t t t

ry t t e e te          (6.124) 

 a).  Da se opredeli edine~niot impulsen odziv. 

 b).  Da se opredeli prenosnata funkcija na sistemot. 
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Re{enie:       a). Edine~niot impulsen odziv }e bide: 

 
2 2( ) 2 2t t ty t e e te

       (6.125) 

b). Prenosnata funkcija na dadeniot fizi~ki sistem  e: 

 
  

 
2 3 2

3 1( ) 3 1
( )

( ) 5 8 41 2

sY s s
P s

X s s s ss s

  
  

   
. (6.126) 

 

Zada~a 6.26.  Sinusoidalen vlez ( ) 2 sin 2x t t   e doveden na sistemot pretsta-

ven so prenosnata funkcija: 

 
 

2

4 1( )
( )

( ) 7 2

sY s
P s

X s s s


 

 
, (6.127) 

Da se opredeli stalnata sostojba na izlezot: ( ) ?ssy t   

Re{enie:      Za ovoj sistem (6.127) ne mo`e da se opredeli stalna sostojba na 

izlezot, bidej}i se raboti za nestabilen sistem. 

 

Zada~a 6.27.  Sinusoidalen vlez ( ) 10 sin 4x t t   e doveden na sistemot pretsta-

ven so prenosnata funkcija: 

 
 

 

16 4 3( )
( )

( ) 4 3
4

3

sY s
P s

X s
s s


 

 
  

 

, (6.128) 

Da se opredeli stalnata sostojba na izlezot: ( ) ?ssy t   

Re{enie:      Stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

 
5

( ) 20 6 sin 4
12

ssy t t
 

   
 

 (6.129) 

 

Zada~a 6.28.  Dadena e  prenosnata funkcija na eden sistem na avtomatsko 

upravuvawe: 

 
 

  

5 3( )
( )

( ) 1 3

sY s
P s

X s s s


 

 
, (6.130) 
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Da se opredeli stalnata sostojba na izlezot: ( ) ?ssy t    ako na vlezot e dovedena 

prostoperiodi~na funkcija ( ) 4 sinx t t  , kade {to e: 3   /rad s  . 

Re{enie:      Stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

 ( ) 5 2 sin 3
4

ssy t t
 

    
 

 (6.131) 
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                                                                      SEDMA   

GLAVA 

 

 

 

 

7.  ALGEBRA NA BLOK DIJAGRAMITE 

 

7.1.  Pregled na osnovnite elementi 

 

Vo najop{t slu~aj, eden blok dijagram e so~inet od ~etiri vrsti na elementi: 

blokovi, sobira~i, to~ki na razgranuvawe i naso~eni linii so koi {to se 

pretstavuva protokot na signali vo dadena nasoka, kako {to mo`e da se vidi 

na slika 7.1. 

 

 

Slika 7.1.  Osnovni elementi vo eden blok dijagram 
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Osnovnata cel koja {to se postavuva vo ovaa glava e kako da se opredeli pre-

nosnata funkcija na eden slo`en blok dijagram, ili kako mo`e istiot da se 

transformira vo osnoven kaskaden oblik na upravuva~ki sistem so povratna 

vrska (slika 7. 3). 

Za taa cel }e bidat analizirani tri priodi, odnosno metodi: 

1. Metoda so pratewe na tekot na signalite. 

2. Metoda so transformacija na blok dijagramite. 

3. Grafovi za tekot na signalite. 

 

7.2.  Metoda so pratewe na tekot na signalite 

Ova e najednostavnata metoda za uprostuvawe na slo`enite blok dijagrami, 

odnosno za opredeluvawe na nivnata prenosna funkcija, no taa, isto taka, se 

primenuva za relativno poednostavni blok dijagrami. Pri toa, se primenuva 

samo elementarnoto pravilo deka signalot na izlez od blokot -Y  e ednakov na 

proizvodot na prenosnata funkcija na blokot - G  i vleznata golemina - X , 

kako {to e prika`ano na slika 7.2. 

 
Slika 7.2.  Izlezen signal na eden blok 

 

Zada~a 7. 1.  Da se opredeli prenosnata funkcija na kanoni~en oblik na 

upravuva~ki sistem so povratna vrska. 

 
Slika 7.3.  Kanoni~en oblik na upravuva~ki sistem so povratna vrska 
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Re{enie:      Spored oznakite na signalite na slika 7.3 na kanoni~en oblik na 

upravuva~ki sistem so povratna vrska sleduva: 

 B H Y   (7.1) 

 E X Y   (7.2) 

 Y G E   (7.3) 

So zamena na izrazite (7.1) i (7.2) vo izrazot (7.3) se dobiva: 

    Y G X B G X H Y        

odnosno:  1 G H Y G X      (7.4) 

Spored toa, prenosnata funkcija - P  na kanoni~en oblik na upravuva~ki sis-

tem so povratna vrska }e bide: 

    
1

Y G
P s s

X G H
 

 
 (7.5) 

 

Zada~a 7. 2.  Za upravuva~kite sistemi, dadeni so nivnite blok dijagrami, 

pretstaveni na slika 7.4 (a, b, v) da se opredelat prenosnite funkcii na sekoj 

od sistemite poedine~no. 

 

(a) 

 

(b) 
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(v) 

Slika 7.4.  Blok dijagrami na upravuva~ki sistemi 

 

Re{enie:      (a).    Na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem daden na slika 

7.4.a. se obele`uvaat signalite, kako {to e prika`ano na slika 7.5. 

 

Slika 7.5.  Signali na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem (7.4.a) 

 

Napomena: Vo blok dijagramite se voveduvaat dopolnitelni oznaki za nekoi 

signali (Z) za da mo`e polesno da se opredeli tekot na signalite. Treba da se 

vovedat {to e mo`no pomalku dopolnitelni oznaki na signalite, bidej}i is-

tite treba da se eliminiraat od dobienite ravenki, po principot na simulta-

ni algebarski ravenki. 

Spored oznakite na signalite dadeni na slika 7.5 sleduva: 

 1Z X H Y    (7.6) 

 1 2Y G Z G Z     (7.7) 

So zamena na ravenkata (7.6) vo ravenkata (7.7) se dobiva: 

    1 2 1Y G G X H Y      (7.8) 
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Od ravenkata (7.8) mo`e da se opredeli prenosnata funkcija na ovoj upravu-

va~ki sistem kako {to sledi: 

    1 2 1 1 21 G G H Y G G X          

odnosno: 
 

1 2

1 2 11

G GY

X G G H




  
 (7.9) 

(b).    Na blok dijagramot pretstaven na slika 7.4.b. se obele`uvaat signalite, 

kako {to e prika`ano na slika 7.6. 

 

Slika 7.6.  Signali na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem (7.4.b) 

 

Spored oznakite na signalite dadeni na slika 7.6 se dobivaat slednite raven-

ki: 

 1 1Z X G H Z     (7.10) 

 1 2Y G Z G Z     (7.11) 

So sreduvawe na ravenkata (7.10) i so zamena na dobieniot izraz vo ravenkata 

(7.11) se dobiva: 

  1 2

1 11

X
Y G G

G H
  

 
  

od kade lesno se opredeluva prenosnata funkcija na sistemot: 

 1 2

1 11

G GY

X G H




 
 (7.12) 

(v).    Analogno na prethodnite primeri, na blok dijagramot pretstaven na 

slika 7.4.v. se obele`uvaat soodvetnite signali, kako {to e prika`ano na 

slika 7.7. 
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Slika 7.7.  Signali na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem (7.4.v) 

 

Spored oznakite na slika 7.7 se dobivaat slednite ravenki: 

  1 1Z X H Z G     (7.13) 

 2Y G Z Z    (7.14) 

So opredeluvawe na signalot Z od ravenkata (7.13) i so zamena na dobieniot 

izraz vo ravenkata (7.14) se dobiva: 

 1
2

1 11

G X
Y G X

G H


  

 
  

od kade lesno se opredeluva prenosnata funkcija na sistemot: 

 1 2 1 2 1

1 11

G G G G HY

X G H

   


 
 (7.15) 

 

Zada~a 7. 2.  Za upravuva~kite sistemi pretstaveni so nivnite blok dijagra-

mi  na slika 7.8 (a, b) da se opredelat nivnite karakteristi~ni ravenki. 

 

(a) 
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(b) 

Slika 7.8.  Blok dijagrami na upravuva~ki sistemi 

 

Re{enie:      Vo konkretnite primeri e karakteristi~no toa {to blok dija-

gramite se pretstaveni so konkretna vrednost na prenosnite funkcii vo y - 

domen za sekoj blok poedine~no. Spored toa, potrebno e najprvo da se oprede-

lat nivnite prenosni funkcii od koi{to potoa lesno mo`e da se opredelat 

prenosnite funkcii. 

(a).    Na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem daden na slika 7.8.a. se ob-

ele`uvaat soodvetnite signali, kako {to e toa prika`ano na slika 7.9. 

 

Slika 7.9.  Signali na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem (7.8.a) 

 

Spored oznakite na signalite dadeni na slika 7.9 se dobivaat slednite raven-

ki: 

 E X H Y    (7.16) 

 1 2Y G G E    (7.17) 

So zamena na ravenkata (7.16) vo ravenkata (7.17) se dobiva: 

  1 2 1 21 G G H Y G G X         

odnosno: 1 2

1 2 11

G GY

X G G H




  
 (7.18) 
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Vo dobienata prenosna funkcija (7.18) vo op{t oblik se zamenuvaat prenos-

nite funkcii za sekoj od blokovite poedine~no, pri {to se dobiva; 

  

1 1

1
1 1 1

1
1 2

Y s ss
X

s s s




  
 

  

Od kade {to lesno mo`e da se opredeli prenosnata funkcija na sistemot vo  

y - domen: 

     3 2

2

3 2 1

Y s
P s s

X s s s


 

  
 (7.19) 

Spored toa, karakteristi~nata ravenka za sistemot pretstaven so blok dija-

gramot na slika 7.8.a }e bide: 

 3 23 2 1 0s s s     (7.20) 

 

(b).    Na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem daden na slika 7.8.b. se ob-

ele`uvaat soodvetnite signali (slika 7.10): 

 

Slika 7.10.  Signali na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem (7.8.b) 

 

Spored oznakite na signalite dadeni na slika 7.10 se dobiva: 

  2 1E X H Y H Y      (7.21) 

 1 2Y G G E    (7.22) 

So zamena na ravenkata (7.21) vo ravenkata (7.22) i so nejzino sreduvawe se do-

biva: 

  1 2 1 1 2 2 1 21 G G H G G H Y G G X            

odnosno;     1 2

1 2 1 1 2 21

G GY
P s s

X G G H G G H


 

     
 (7.23) 
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Vo dobieniot op{t oblik na prenosnata funkcija (7.23) se zamenuvaat pre-

nosnite funkcii za sekoj od blokovite poedine~no, pri {to se dobiva; 

  

1

1
1 1

1 10
1 1

K
Y ss
X

K s K
s s




     
 

  

Od kade {to lesno mo`e da se opredeli kone~niot oblik na prenosnata funk-

cija na celiot sistem vo y - domen: 

    
   1 10 1

Y K
P s s

X K s K
 

   
 (7.24) 

Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem }e bide: 

    1 10 1 0K s K      (7.25) 

 

Zada~a 7. 4.  Da se opredeli prenosnata funkcija za upravuva~kiot sistem 

daden so negoviot blok dijagram (slika 7.11). 

 

Slika 7.11.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

Re{enie:      Na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem, daden na slika 7.11, 

se vpi{uva tekot na signalite, kako {to e toa prika`ano na slika 7.12. 

Spored oznakite na signalite dadeni na slika 7.9 se dobivaat slednite raven-

ki: 

  3 1Z X Z G Y G      (7.26) 

  3 4 2Y Z G G Y G      (7.27) 
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Slika 7.12.  Tek na signalite vo blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

So sreduvawe na ravenkata (7.26) po promenlivata Z i so zamena na dobieniot 

izraz vo ravenkata (7.27) se dobiva: 

1 2 3 1 2
2 3 4

1 1

1
1 1

G G G G G
G G G Y X

G G

   
       

  
 

od kade {to lesno se opredeluva prenosnata funkcija na upravuva~kiot sis-

tem: 

 1 2

1 1 2 3 2 3 4 1 2 3 41

G GY

X G G G G G G G G G G G


   
 (7.28) 

 

Zada~a 7. 5.  Sledniot blok dijagram (slika 7.13) e primer na linearen upra-

vuva~ki sistem so dva vleza i dva izleza. 

 

Slika 7.13.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem do dva vleza i dva izleza 

 

Da se opredelat  izlezite 1Y  i 2Y  za ovoj upravuva~ki sistem pri istovremeno 

dejstvo na dvata vleza na sistemot 1X  i 2X . 
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Re{enie:      Bidej}i se raboti za linearen upravuva~ki sistem, mo`e da se 

primeni principot na superpozicija, odnosno prvo da se opredelat izlezite 

11Y  i 
21Y  koga e aktiven samo vlezot 

1X   1 20,  0X X  , a potoa }e se opredelat 

izlezite 12Y  i 22Y  koga e aktiven samo vlezot 2X   1 20,  0X X  . 

Vkupnite odzivi na sistemot 1Y  i 
2Y , koga se aktivni i dvata vleza 

1X  i 
2X , }e 

se dobijat kako linearna kombinacija na prethodno dobienite poedine~ni od-

zivi, odnosno: 

 1 11 12Y Y Y   (7.29) 

 2 21 22Y Y Y   (7.30) 

Spored toa, prvo }e se vpi{e tekot na signalite vo dadeniot blok dijagram 

koga e aktiven samo vlezot 1X   1 20,  0X X  . Vo ovoj slu~aj vlezot 2X  ednos-

tavno se izostavuva, kako {to e toa prika`ano na slika 7.14. 

 

Slika 7.14.  Tek na signalite vo blok dijagramot koga e aktiven samo vlezot X1 

 

Spored oznakite na signalite dadeni na slika 7.14 mo`e da se napi{at sled-

nite ravenki: 

  11 1 3 21 1Y X G Y G     (7.31) 

 21 2 4 11Y G G Y     (7.32) 

Dobienite ravenki pretstavuvaat sistem od dve ravenki so dve nepoznati, od 

kade {to lesno mo`e da se opredelat dvata parcijalni izleza, odnosno: 
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 1
11 1

1 2 3 41

G
Y X

G G G G
 

   
 (7.33) 

 1 2 4
21 1

1 2 3 41

G G G
Y X

G G G G

  
 

   
 (7.34) 

Sega, istiot blok dijagram na upravuva~kiot sistem }e se vpi{e tekot na sig-

nalite vo dadeniot koga e aktiven samo vlezot 2X   1 20,  0X X  , kako {to e 

toa prika`ano na slika 7.15. 

 

Slika 7.15.  Tek na signalite vo blok dijagramot koga e aktiven samo vlezot X2 

 

Spored oznakite na signalite dadeni na slika 7.15 se dobivaat slednite ra-

venki: 

 12 1 3 22Y G G Y     (7.35) 

  22 2 2 12 4Y X G Y G     (7.36) 

Od sistemot ravenki (7.35) i (7.36) lesno mo`e da se opredelat dvata parci-

jalni izleza, odnosno: 

 1 3 4
12 2

1 2 3 41

G G G
Y X

G G G G

  
 

   
 (7.37) 

 4
22 2

1 2 3 41

G
Y X

G G G G
 

   
 (7.38) 

Vkupnite odzivi na upravuva~kiot sistem 1Y  i 2Y  }e se dobijat spored raven-

kite (7.29) i (7.30), ako vo niv se zamenat izrazite za parcijalnite izlezi do-

bieni prethodno, kako {to sledi: 
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 1 1 1 3 4 2
1 11 12

1 2 3 41

G X G G G X
Y Y Y

G G G G

    
  

   
 (7.39) 

 4 2 1 2 4 1
2 21 22

1 2 3 41

G X G G G X
Y Y Y

G G G G

    
  

   
 (7.40) 

 

Zada~a 7. 6.  Da se opredeli prenosnata funkcija za upravuva~kiot sistem 

daden so negoviot blok dijagram (slika 7.16). 

 
Slika 7.16.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

Re{enie:      Na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem, daden na slika 7.16, 

se vpi{uva tekot na signalite, kako {to e toa prika`ano na slika 7.17. 

 

Slika 7.17.  Tek na signalite vo blok dijagram na upravuva~ki sistem 
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Spored slika 7.17 se pi{uvaat ravenkite: 

    6 7 1 6 5 4 2Z X G Y G Y G G Y G Z G G             (7.41) 

 3Y G Z   (7.42) 

So sreduvawe na ravenkata (7.41) i so zamena vo ravenkata (7.42) se dobiva: 

 2 4 5 1 2 3 1 2 3 6 1 2 3 7 2 3 4 61 G G G Y G G G X G G G G Y G G G G Y G G G G Y      

Spored toa, prenosnata funkcija za dadeniot upravuva~ki sistem }e bide: 

 1 2 3

2 4 5 1 2 3 6 1 2 3 7 2 3 4 61

G G GY

X G G G G G G G G G G G G G G G


   
 (7.43) 

 

 

 

 

 

 

7.3.  Metoda so transformacija na blok dijagramite 

 

Blok dijagramite od slo`enite upravuva~ki sistemi mo`at da bidat uproste-

ni do kanoni~en oblik na blok dijagram so redosledna primena na elementar-

ni transformacii na slo`eniot blok dijagram. Teoremite za elementarnite 

transformacii na blok dijagramite se prezentirani vo tabela 7.1 i istite 

nema potreba da bidat izveduvani. Bukvata G se koristi za pretstavuvawe na 

proizvolna prenosna funkcija na nekoj blok, a bukvata H se koristi za prets-

tavuvawe na proizvolna prenosna funkcija na blok vo povratna om~a. Bukvite  

X, Y, Z, W ozna~uvaat signali vo s - domen. 
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Tabela 7.1.   Teoremi za transformacija na blok dijagramite 

Transformacija Ravenka Blok dijagram Ekvivalenten 
blok dijagram 

 

1 
Zdru`uvawe na 
blokovi vo 
kaskada 

 

1 2Y G G X  

  

 

2 
Zdru`uvawe na 
blokovi vo pa-
ralelna vrska 

 

 1 2Y G G X   
 

 

 

 
 
3 

 
Pomestuvawe  
na blok od pa-
ralelna granka 

1
2

2

1
G

Y G X
G

 
  

 

 

 1 2Y G G X   
 

 

4 

 

Eliminacija na 
povratna vrska 

1

G
Y X

GH



 

 Y G X HY   

 

 

 

 

5 

 

Pomestuvawe  
na blok od  
povratna vrska 

X
Y GH Y

H

 
  

 
  

1

G
Y X

GH



 

 

 
 

6a 

 
 

Rearan`irawe 
na sobira~i 

 

Y X W Z    

  

 
 

6b 

 
 

Rearan`irawe 
na sobira~i 

 

Y X W Z    

 
 

 
 

7 

 
 
Pomestuvawe na 
sobira~ pred 
blok 

 

Y GX Z   
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Transformacija Ravenka Blok dijagram Ekvivalenten 
blok dijagram 

 
 

8 

 
 
Pomestuvawe na 
sobira~ pozadi 
blok 

 

 Y G X Z   

 
 

 
 

9 

 

Pomestuvawe na 
to~ka na raz-
granuvawe pred 
blok 

 
 

Y GX  

  

 
 

10 

 

Pomestuvawe na 
to~ka na raz-
granuvawe poza-
di blok 

 

Y GX  

 

 

 
 

11 

 

 

 

Pomestuvawe na 
to~ka na raz-
granuvawe pred 
sobira~ 
 

 

Y X Z   

  

 
 
 

12 
 
 
 

 
 

Pomestuvawe na 
to~ka na raz-
granuvawe poza-
di sobira~ 

 
 

Y X Z   
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Zada~a 7. 7.  So primena na teoremite za transformacija na blok dijagra-

mite (tabela 7.1) da se opredelat prenosnite funkcii za sekoj od upravu-

va~kite sistemi prika`ani na slika 7.4 (zada~a 7.2). 

 

Re{enie:      (a).    So primena na transformacijata 2 se dobiva: 

 

Slika 7.18.  Blok dijagram - transformacija 2 

 

So primena na transformacijata 2 se dobiva: 

 

Slika 7.19.  Blok dijagram - transformacija 4 

 

Spored toa, prenosnata funkcija na dadeniot upravuva~ki sistem }e bide: 

 
 

1 2

1 2 11

G GY

X G G H




  
 (7.44) 

(b).    So primena na transformacijata 9 se dobiva: 

 

Slika 7.20.  Blok dijagram - transformacija 9 

 

So primena na transformaciite 2  i 4 se dobiva: 
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Slika 7.21.  Blok dijagram - transformacii 2 i 4 

 

So primena na transformacijata 1, kone~no se dobiva: 

 
Slika 7.22.  Blok dijagram - transformacija 1 

 

Prenosnata funkcija na dadeniot upravuva~ki sistem, so blok dijagram 

pretstaven na slika 7.4.b, }e bide: 

 1 2

1 11

G GY

X G H




 
 (7.45) 

(v).    So primena na transformacijata 4 se dobiva: 

 

Slika 7.23.  Blok dijagram - transformacija 4 

 

So primena na transformacijata 2 se dobiva: 

 
Slika 7.24.  Blok dijagram - transformacija 2 

 

So sreduvawe na izrazot vo blokot na slika 7.24 se dobiva prenosnata funkci-

ja na upravuva~kiot sistem daden so blok dijagramot na slika 7.4.v: 

 1 2 1 2 1

1 11

G G G G HY

X G H

   


 
 (7.46) 
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Zada~a 7. 8.  Da se opredeli prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem 

daden preku negoviot blok dijagram na slika 7.16 (zada~a 7.6), koristej}i gi  

teoremite za transformacija na blok dijagramiteite (tabela 7.1). 

 

Re{enie:     So primena na transformaciite 6, 9 i 10, se dobiva: 

 
Slika 7.25.  Blok dijagram - transformacii 6, 9 i 10 

 

So primena na transformaciite 1 i 2 od tabela 7.1, se dobiva: 

 
Slika 7.26.  Blok dijagram - transformacii 1 i 2 

 

So eliminacija na lokalnata povratna om~a c - 1 ( transformacija 4), a potoa 

so zdru`uvawe na blokovite so primena na transformacijata 1, se dobiva: 
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Slika 7.27.  Blok dijagram - transformacii 1 i 4 

 

So eliminacija na povratnite vrski (transformacija 4), redosledno: povrat-

na vrska a - 4, a potoa povratnata vrska b - 3, se dobiva: 

 
Slika 7.28.  Blok dijagram - transformacii 4 

 

Spored toa, prenosnata funkcija na dadeniot upravuva~kiot sistem daden so 

blok dijagramot na slika 7.16, }e bide: 

 1 2 3

2 4 5 2 3 4 6 1 2 3 6 1 2 3 71

G G GY

X G G G G G G G G G G G G G G G


   
 (7.47) 

 

Zada~a 7. 9.  Eden upravuva~ki sistem e daden preku negoviot slo`en blok 

dijagram na (slika 7.29). Da se uprosti blok dijagramot na sistemot do kano-

ni~en oblik. 

 

Re{enie:     Najprvo, za da mo`e da se izvedat nekoi elementarni transfor-

macii vrz ovoj blok dijagram, istiot treba da se dovede vo posoodvetna forma, 

odnosno so primena samo na transformacijata 4 (zamena na pozicijata na so-

bira~ite a i b) i so zamena na mestata na to~kite na razgranuvawe 1 i 2, blok 

dijagramot se doveduva do forma kako {to e prika`ano na slika 7.30. 
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Slika 7.29.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

 

Slika 7.30.  Blok dijagram - transformacija 4 

 

So primena na transformaciite 1, 2 i 4, se dobiva: 

 

Slika 7.31.  Blok dijagram - transformacii 1, 2 i 4 

 

So primena samo na transformacijata 1, od tabela 7.1, za zdru`uvawe na redna 

vrska na blokovi, se dobiva kone~niot kanoni~en oblik na upravuva~kiot 

sistem, kako {to dadeno na slika 7.32. 
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Slika 7.32.  Kanoni~en oblik na blok dijagram 

 

Zada~a 7.10.  Da se uprosti blok dijagramot na upravuva~kiot sistem daden 

preku negoviot slo`en blok dijagram na slika 7.29. (zada~a 7.9) do kanoni~en 

oblik, no pritoa, vo povratnata vrska da bide izoliran blokot 1H . 

 

Re{enie:     Vrz transformiraniot oblik na blok dijagramot daden na slika 

7.30 }e se primenat samo transformaciite 1 i 2, pri {to se dobiva: 

 

Slika 7.33.  Blok dijagram - transformacii 1 i 2 

 

Za da mo`e da se dobie baraniot kanoni~en oblik na blok dijagramot, potreb-

no e sobira~ite a i b i, istovremeno, to~kite na razgranuvawe 2 i 3, da si gi 

zamenat mestata. Za taa cel, najprvo se primenuva na transformacijata 10, od-

nosno se pomestuva to~kata na razgranuvawe 2 preku blokot  3 4G G , a potoa 

e mo`no spomenatoto rearan`irawe na sobira~ite i to~kite na razgranu-

vawe, pri {to se dobiva: 
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Slika 7.34.  Blok dijagram - transformacija 10 i rearan`irawe 

 

So primena na transformacijata 4 se dobiva: 

 

Slika 7.35.  Blok dijagram - transformacija 4 

 

Kone~no, so prefrluvawe na blokot od povratnata vrska preku sumatorot, od-

nosno so primena na transformacijata 5, se dobiva baraniot kanoni~en oblik 

na blok dijagramot na dadeniot upravuva~ki sistem: 

 

Slika 7.36.   Kanoni~en oblik na blok dijagram na sistemot so  

izoliran blok H1 vo povratnata vrska 
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Zada~a 7. 11.  Linearen upravuva~ki sistem so dva vleza 1( )X s  i 2 ( )X s  e daden 

preku negoviot slo`en blok dijagram na (slika 7.37). Da se opredeli ravenka-

ta na izlezot na sistemot  Y s , koga istovremeno }e bidat aktivni i dvata 

vleza vo sistemot. 

 

Slika 7.37.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem so dva vleza 

 

Re{enie:     Upravuva~kiot sistem e linearen, pa spored toa, mo`e da se 

primeni principot na superpozicija, odnosno prvo da se opredeli izlezot 

 1Y s , koga e aktiven samo vlezot 1( )X s      1 20;  0X s X s  , a potoa se opre-

deluva izlezot  2Y s ,  koga e aktiven samo vlezot 2 ( )X s      1 20;  0X s X s  . 

Vkupniot odziv (izlez) na sistemot, koga se aktivni istovremeno i dvata vle-

za 1( )X s  i 2 ( )X s  }e prestavuva linearna kombinacija od prethodno dobienite 

poedine~ni odzivi, odnosno toj }e se dobie kako nivni zbir: 

      1 2Y s Y s Y s   (7.48) 

Soglasno dadenoto objasnuvawe, prvo se analizira sistemot koga e aktiven 

samo vlezot 1( )X s , odnosno vlezot 2 ( )X s  kompletno se bri{e od blok dijagra-

mot i istovremeno se primenuva transformacijata 10. So preureduvawe na 

to~kite na razgranuvawe 1, 2 i 3, za da se dobie najsoodvetna forma za ponata-

mo{no transformirawe na blok dijagramot, se dobiva: 
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Slika 7.38.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem koga e aktiven samo vlezot X1 

 

So primena na transformaciite 1, 2 i 4, {to e jasno primetlivo na dobieniot 

oblik na blok dijagramot na slika 7.38, se dobiva: 

 
Slika 7.39.  Blok dijagram - transformacii 1, 2 i 4 

 

So primena na transformacijata 1 se dobiva kanoni~niot oblik na blok dija-

gramot za dadeniot upravuva~ki sistem (slika 7.40): 

 
Slika 7.40.  Kanoni~en oblik na blok dijagramot za vlez X1 

 

Od kakoni~niot oblik na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem, prika`an 

na slika 7.40, so primena na transformacijata 4 i so dopolnitelno sreduvawe 

na ravenkata, direktno se dobiva prenosnata funkcija na sistemot  1P s  vo 

zavisnost samo od vlezot  1X s : 

  
 

 
1 1 2 3

1

1 2 3 1 1 2 2 3 1 2 3 2 41

Y s G G G
P s

X s G G H G G H H G G G H H
 

  
 (7.49) 
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Sledi opredeluvawe na prenosnata funkcija na sistemot koga e aktiven samo 

vlezot 2 ( )X s      1 20;  0X s X s  . Vlezot 1( )X s  kompletno se bri{e od blok 

dijagramot, koj {to, isto taka, se transformira vo sostojba, kako {to be{e 

prezentirano na slika 7.38, pri {to se dobiva: 

 
Slika 7.41.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem koga e aktiven samo vlezot X2 

 

So primena na transformaciite 1, 2 i 4 se dobiva: 

 
Slika 7.42.  Blok dijagram - transformacii 1, 2 i 4 

 

So primena na transformacijata 1 se dobiva kanoni~niot oblik na blok dija-

gramot (slika 7.43) za dadeniot upravuva~ki sistem za vlez  2X s : 

 
Slika 7.43.  Kanoni~en oblik na blok dijagramot za vlez X2 



7.  Algebra na blok dijagramite 
 

273 

Od kakoni~niot oblik na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem, ednostav-

no se dobiva prenosnata funkcija na sistemot  2P s  koga e aktiven samo vle-

zot  2X s , odnosno: 

  
 

 
2 1 2 3 2

2

2 2 3 1 1 2 2 3 1 2 3 2 41

Y s G G G H
P s

X s G G H G G H H G G G H H


 

  
 (7.50) 

Izlezot  1Y s , koga e aktiven samo vlezot  1X s  se opredeluva od ravenkata 

(7.49), a izlezot  2Y s , koga e aktiven samo vlezot  2X s , se dobiva od raven-

kata (7.50). Spored toa vkupniot odziv na sistemot, koga se aktivni simultano 

i dvata vleza  1X s  i  2X s , spored ravenkata (7.48), }e bide: 

  
 1 2 3 1 2 2

2 3 1 1 2 2 3 1 2 3 2 41

G G G X H X
Y s

G G H G G H H G G G H H




  
 (7.51) 

 

Zada~a 7.12.  Da se opredeli prenosnata funkcija na ekonomski sistem za 

odr`uvawe na stabilna cena na proizvod na sloboden pazar, ako istiot e 

pretstaven so svojata linearna aproksimacija so blok dijagramot daden na 

slika 7.44. 

 
Slika 7.44.  Blok dijagram na ekonomski zakon na ponuda i pobaruva~ka 

 

Re{enie:     Vo sekoj od blokovite od blok dijagramot daden na slika 7.44 e 

vnesena matemati~kata prezentacija na soodvetnata aktivnost vo s - domenot 
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(Laplasovata transformacija). So primena na transformaciite 1 i 6 i so 

razdvojuvawe na to~kite na razgranuvawe 1 i 2, a potoa so primena na trans-

formacijata 4 se dobiva:  

 
Slika 7.45.  Blok dijagram - transformacii 1, 6 i 4 

 

So povtorna primena na transformacijata 4  direktno se dobiva prenosnata 

funkcija na lineariziraniot model na ekonomski sistem za ponuda i pobaru-

va~ka i odr`uvawe na stabilna cena na proizvod, odnosno: 

 
 

  1

P M

P M D P M S

Y s G G

X s G G H G G H


 
 (7.52) 

 

Zada~a 7.13.  Da se opredeli prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem 

daden so negoviot slo`en blok dijagram na slika 7.46. 

 
Slika 7.46.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

Re{enie:     So primena na elementarnite transformacii dadeni vo tabela 

7.1, postepeno se uprostuva slo`eniot blok dijagram do negoviot kanoni~en 

oblik. 

So primena na transformacijata 9 (jazol 2 pred H1) i so rearan`irawe na jaz-

lite 1 i 2 se dobiva: 
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Slika 7.47.  Blok dijagram - transformacija 9 (jazol 2 pred H1) 

 

So primena na transformacija 4 i transformacija 9 (jazol 3 pred H1H2) i so 

rearan`irawe na jazlite 1 i 3 se dobiva: 

 
Slika 7.48.  Blok dijagram - transformacija 4 i 9 (jazol 3 pred H1H2) 

 

So primena na transformaciite 1 i 4  se dobiva: 

 
Slika 7.49.  Blok dijagram - transformacii 1 i 4  

 

So primena na transformacijata 1 se dobiva kanoni~niot oblik na blok dija-

gramot: 

 
Slika 7.50.  Kanoni~en oblik na blok dijagramot  
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Od kakoni~niot oblik na blok dijagramot na upravuva~kiot sistem (slika 

7.50), ednostavno se dobiva prenosnata funkcija na sistemot, odnosno: 

  
 

 
1 2 3

3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 31

Y s G G G
P s

X s G H G G H H G G G H H H
 

  
 (7.53) 

 

Zada~a 7.14.  Da se opredeli prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem 

daden so negoviot slo`en blok dijagram na slika 7.51. 

 
Slika 7.51.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

Re{enie:     So primena na transformacijata 9 (jazol 3 pred H1) i so rea-

ran`irawe na jazlite 2 i 3 se dobiva: 

 
Slika 7.52.  Blok dijagram - transformacija 9 (jazol 3 pred H1) 
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So primena na transformacija 4 i transformacija 10 (jazol 2 zad blok G3) i 

so rearan`irawe na jazlite 2 i 4 se dobiva: 

 
Slika 7.53.  Blok dijagram - transformacija 4 i 10 (jazol 2 zad blok G3) 

 

So primena na transformaciite 1 i 4  se dobiva: 

 
Slika 7.54.  Blok dijagram - transformacii 1 i 4  

 

So primena na transformaciite 1 i 4  se dobiva: 

 
Slika 7.55.  Blok dijagram - transformacii 1 i 4  

 

Kone~no so primena na transformacijata 2 se dobiva: 

 
 

 
1 2 3

4

2 1 1 2 1 2 3 21

Y s G G G
G

X s G H G G H G G H
 

  
 (7.54) 
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Spored toa, prenosnata funkcija na sistemot }e bide: 

 
 

 
1 2 3 4 2 4 1 1 2 4 1 2 3 4 2

2 1 1 2 1 2 3 21

Y s G G G G G G H G G G H G G G H

X s G H G G H G G H

   


  
 (7.55) 

 

 

7.4.  Grafovi za tekot na signalite 

 

Najmnogu upotrebuvan na~in na grafi~ko prezentirawe na upravuva~kite 

sistemi e so pomo{ na blok dijagramite, no postoi i drug na~in, a toa e preku 

grafovi za tek na signalite.  

Graf za tek na signalite e grafi~ko pretstavuvawe na sistemot od ravenki so 

koi{to e opi{an sistemot. Toj po grafi~ki pat ja prezentira transmisijata 

na signalite niz sistemot, kako {to toa go ~ini i blok dijagramot. 

 

7.4.1.  Osnovi na grafovite za tek na signalite 

Ako se analizira ednostavnata ravenka: 

 i i iY A X   (7.56) 

Vo najop{t slu~aj, promenlivite iX  i iY  mo`e da bidat funkcii od vremeto, 

kompleksni promenlivi ili od druga golemina. od aspekt na grafovite za tek 

na signalite iA  e matemati~ki operator koj {to go preslikuva signalot iX  vo 

signalot iY  i e nare~en - transmisiona funkcija. 

Grafot za tek na signalite za ravenkata (7.56) }e bide: 

 
Slika 7.56.  Graf za tek na signalite  
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Ova e najprost oblik na graf za tek na signalite. Treba da se zabele`i deka 

promenlivite iX  i iY  (slika 7.56) se pretstaveni so to~ka, nare~ena jazol, a 

transmisionata funkcija iA  e pretstavena so naso~ena linija, nare~ena gran-

ka. Grankite se sekoga{ ednonaso~eni. 

Vo prodol`enie }e bidat dadeni osnovnite pravila od algebrata na grafo-

vite za tek na signalite. 

1.  Pravilo za sobirawe 

Vrednosta na promenlivata ozna~ena so eden jazol e ednakva na zbirot od site 

signali koi vleguvaat vo toj jazol. So drugi zborovi, ravenkata: 

 
4

1

i i

i

Y A X


   (7.57) 

mo`e da se pretstavi so grafot  daden na slika 7.57. 

 
Slika 7.57.  Graf za sobirawe na signali  

 

Primer 7.1. Grafot za tek na signalite za ravenkata na prava vo Dekarto-

viot koordinaten sistem: 

 Y a X b    (7.58) 

e prika`an na slika 7.58. 

 

 
 

     ili     
 
 
 

 a).   b). 

Slika 7.58.  Graf za tek na signali za ravenka na prava  
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Ovde treba da se napomene deka b e presekot na pravata so Y - oskata i prets-

tavuva konstanta i mo`e da bide pretstavena kako jazol (slika 7.58.a) ili ka-

ko transmisiona funkcija (slika 7.58.b). 

2.  Pravilo za transmisija 

Vrednosta na promenlivata ozna~ena so eden jazol se transmituva na sekoja 

granka koja {to go napu{ta toj jazol. So drugi zborovi, sistemot ravenki: 

 ;    1,2,3,4i iY A X i    (7.59) 

mo`e da se pretstavi so grafot  daden na slika 7.59. 

 

Slika 7.59.  Graf za transmisija na signali  

 

Primer 7.2. Grafot za tek na signalite za sistemot ravenki: 

 
2

3

Y X

Z X

 

  
 (7.60) 

e prika`an na slika 7.60. 

 
Slika 7.60.  Graf za tek na signali  

 

3.  Pravilo za mno`ewe 

Seriski povrzani n-granki so transmisioni funkcii 1 2, ,  .  .  .  , nA A A , mo`e da 

bidat zameneti so edna granka, koja {to }e ima transmisiona funkcija ednak-

va na proizvodot na site poedine~ni transmisioni funkcii, odnosno: 

 1 2        nY A X A A A X        (7.61) 
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ili grafi~ki pretstaveno preku graf za tek na signalite e dadeno na slika 

7.61. 

 

         

 
 

Slika 7.61.  Seriska vrska na grafovi za tek na signali 

 

Terminite koi {to se vo voobi~aena upotreba vo teorijata na grafovite za 

tek na signalite }e bidat objasneti na eden proizvolno daden graf za tek na 

signalite pretstaven na slika 7.62. 

 
Slika 7.62.  Graf za tek na signali  

 

Pateka e kontinuiran, ednonaso~en redosled na granki po ~ija dol`ina nitu 

eden jazol ne e minat pove}e od edna{. Na primer: 

 Pateka 1: 1 2X X X Y    

 Pateka 2: 1X X Y   

 Pateka 3: 1 2 1X X X   

Vlezen jazol ili izvor e jazol koj ima samo granki koi {to go napu{taat. Na 

primer, X e vlezen jazol. 

Izlezen jazol ili ponor e jazol koj ima samo granki koi {to na nego pristig-

nuvaat. Na primer, Y e izlezen jazol. 

^esto pati, nekoja promenliva vo daden sistem e funkcija od izleznata pro-

menliva. Na primer, kanoni~en oblik na sistem so povratna vrska (slika 

7.63.a). Vo ovoj slu~aj vo izlezniot jazol ima granka koja {to pristignuva i 
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granka koja {to go napu{ta. Za da se nadmine ovoj problem se voveduva dopol-

nitelen "ve{ta~ki" jazol (slika 7.63.b). 

 
 

          

    

 
  
 a). b). 

Slika 7.63.  Voveduvawe na "ve{ta~ki" jazol 

 

Direktna pateka e pateka od vlezniot kon izlezniot jazol. Na primer: 

 Direktna pateka 1:  1 2X X X Y    

 Direktna pateka 2: 1X X Y   

Povratna pateka ili povratna om~a e pateka koja poa|a i zavr{uva vo ist 

jazol. Na primer:  1 2 1X X X   

Sopstvena om~a e povratna om~a samo od edna granka. Na primer: 2 2X X  so 

transmisiona funkcija 4A . 

Zasiluvawe na granka e transmisiona funkcija na taa granka koga transmi-

sionata funkcija e operator na mno`ewe. Vo site ponatamo{ni primeri 

transmisionata funkcija }e bide konstanta ili prenosna funkcija, pa pona-

tamu isklu~ivo }e se koristi poimot zasiluvawe na granka. 

Zasiluvawe na pateka e proizvodot na zasiluvawata na grankite od koi se 

sostoi dadenata pateka. Na primer: 

 Zasiluvawe na direktna pateka 1:  1 2 3A A A   

 Zasiluvawe na direktna pateka 2: 1 6A A  

Zasiluvawe na om~a e proizvod na zasiluvawata na grankite od koi {to e 

so~ineta om~ata. Na primer, zasiluvawe na povratnata om~a 1 2 1X X X   }e 

bide 2 5A A . 
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7.4.2.  Opredeluvawe na prenosna funkcija na slo`en blok dijagram 

Grafovite za tek na signalite mnogu ~esto se koristat i za opredeluvawe na 

prenosnata funkcija na eden slo`en blok dijagram. za da mo`e eden blok dija-

gram da se pretstavi so graf za tek na signalite potrebno e da se imaat pred-

vid slednite pravila: 

1. Pretstavuvawe na blok 

Bilo koj blok od blok dijagramot se pretstavuva vo grafot za tek na signa-

lite so edna granka so zasiluvawe ednakvo na prenosnata funkcija na blokot, 

kako {to e prika`ano na slika 7.64. 

 
Slika 7.64.  Pretstavuvawe na blok vo graf za tek na signali  

 

2. Pretstavuvawe na vlez i izlez vo eden blok dijagram 

Vlezovite i izlezite na eden blok dijagram vo grafovite }e bidat pretstave-

ni sekoga{ so "ve{ta~ki" jazli, kako {to e prika`ano na primerot za kano-

ni~en oblik na sistem so povratna vrska na slika 7.65. 

 
Slika 7.65.  Graf za tek na signalite za kanoni~en oblik na sistem  

 

3. Pretstavuvawe na sobira~ i to~ka na razgranuvawe 

Sobira~ i to~ka na razgranuvawe vo graf za tek na signalite se pretstavuva 

so jazol, kako {to e prika`ano na slika 7.65. 

Koga ima kombinacija od dva sobira~i, dve to~ki na razgranuvawe ili sobi-

ra~ i to~ka na razgranuvawe va`at slednite pravila za sostavuvawe na graf 

za tek na signalite (slika 7.66). 
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Slika 7.66.  Kombinacii na sobira~ i to~ka na razgranuvawe 

 

So prethodno prezentiranite pravila sekoj slo`en blok dijagram mo`e ed-

nostavno da se pretstavi so graf za tek na signalite. 

Koga }e se sostavi grafot za tek na signalite prenosnata funkcija na siste-

mot }e se opredeli spored op{tata formula: 

    
i i

i

P
Y

P s s
X



 



 (7.62) 

Kade {to se: 

iP   -  Zasiluvaweto na i-tata direktna pateka. 

  - Determinantata na grafot za tek na signalite ili karakteristi~na 

funkcija. Ako se napi{e 0   se dobiva karakteristi~nata ravenka 

na sistemot. 

   
1

1 2 3

1 2 3

1 1 1       
k

ik i i i

k i

P P P P


                (7.63) 

1

1

iP   -  Zbir na site zasiluvawa na povratni om~i. 

2

2

iP   -  Zbir na site proizvodi pome|u zasiluvawata na dve povratni om~i koi 

{to ne se dopirat.  

 Dve povratni om~i ne se dopiraat dokolku nemaat zaedni~ki jazol. 
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3

3

iP   -  Zbir na site proizvodi pome|u zasiluvawata na tri povratni om~i 

koi {to ne se dopirat  i t. n.  

i  - Determinanta na i-tata direktna pateka iP  i taa se dobiva od determi-

nantata na grafot   koga }e se eliminiraat site povratni om~i koi 

{to ja dopiraat i-tata direktna pateka iP . 

Primenata na ravenkata (7.62) e zna~itelno podirektno i poednostavno 

otkolku {to toa se ~ini. Slednite zada~i se ilustracija na ova tvrdewe. 

 

Zada~a 7.15.    So primena na grafovite za tek na signalite da se opredelat 

prenosnite funkcii za sekoj od upravuva~kite sistemi prika`ani na slika 

7.4 (zada~a 7.2). 

 

Re{enie:      (a).    Grafot za tek na signalite za sistemot prika`an na slika 

7.4.a. e prika`an na narednata slika 7.67: 

 
Slika 7.67.  Graf za tek na signalite za upravuva~kiot sistem (7.4.a) 

 

Postojat dve direktni pateki, ~ii {to zasiluvawa se: 

 1 1P G           i 2 2P G  (7.64) 

Postojat i dve povratni om~i so zasiluvawa: 

 11 1 1P G H         i 21 2 1P G H    (7.65) 

Vo grafot za tek na signalite daden na slika 7.67 ne postojat povratni om~i 

koi {to ne se dopiraat, pa, spored toa determinantata na sistemot }e bide: 

 11 21 1 1 2 11 1P P G H G H          (7.66) 

Bidej}i dvete povratni om~i gi dopiraat i dvete direktni pateki, determi-

nantite na dvete direktni pateki }e bidat: 

 1 1             i 2 1   (7.67) 
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So zamena na dobienite vrednosti vo izrazite (7.64), (7.66) i (7.67) vo raven-

kata (7.62) se dobiva: 

     1 1 2 2 1 2

1 1 2 11

P P G GY
P s s

X G H G H

   
  

    
 (7.68) 

 
(b). Grafot za tek na signalite za sistemot prika`an na slika 7.4.b. e pri-

ka`an na narednata slika 7.68: 

 
Slika 7.68.  Graf za tek na signalite za upravuva~kiot sistem (7.4.b) 

 

Postojat dve direktni pateki, ~ii {to zasiluvawa se: 

 1 1P G           i 2 2P G  (7.69) 

Ima samo edna povratna om~a so zasiluvawe: 

  11 1 1P G H          (7.70) 

Determinantata na sistemot }e bide: 

 11 1 11 1P G H       (7.71) 

Povratnata om~a se dopira i so dvete direktni pateki od kade {to sledi deka  

determinantite na dvete direktni pateki }e bidat: 

 1 1             i 2 1   (7.72) 

So zamena na dobienite vrednosti vo izrazite (7.69), (7.71) i (7.72) vo raven-

kata (7.62) se dobiva: 

     1 1 2 2 1 2

1 11

P P G GY
P s s

X G H

   
  

  
 (7.73) 

 
(v). Grafot za tek na signalite za sistemot prika`an na slika 7.4.v. e pri-

ka`an na slika 7.69: 
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Slika 7.69.  Graf za tek na signalite za upravuva~kiot sistem (7.4.v) 

 

Postojat dve direktni pateki, ~ii {to zasiluvawa se: 

 1 1P G           i 2 2P G  (7.74) 

Ima samo edna povratna om~a so zasiluvawe: 

  11 1 1P G H          (7.75) 

Determinantata na sistemot }e bide: 

 11 1 11 1P G H       (7.76) 

Bidej}i povratnata om~a ne ja dopira samo direktnata pateka 2P  se dobiva: 

 1 1             i 2 1 11 G H     (7.77) 

So zamena na dobienite vrednosti vo izrazite (7.74), (7.76) i (7.77) vo raven-

kata (7.62) se dobiva: 

    
 1 2 1 11 1 2 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1

1

1 1

G G G HP P G G G G HY
P s s

X G H G H

        
   

    
 (7.78) 

 

Zada~a 7.16.    So primena na grafovite za tek na signalite da se opredeli 

prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem daden so negoviot slo`en blok 

dijagram na slika 7.70. 

 

Slika 7.70.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 
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Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot prika`an na slika 7.71. 

 
Slika 7.71.  Graf za tek na signalite  

 

Postoi edna direktna pateka, ~ie {to zasiluvawe e: 

 1 1 2 3P G G G           (7.79) 

Postojat tri povratni om~i so zasiluvawa: 

 11 1 2 1P G G H   ,    21 2 2P G H   ,    31 2 3 3P G G H      (7.80) 

Ne postojat om~i koi {to ne se dopiraat, pa spored toa, determinantata na 

sistemot }e bide: 

  11 21 31 1 2 1 2 2 2 3 31 1P P P G G H G H G G H          (7.81) 

Site povratnati om~i ja dopiraat direktnata pateka od kade {to sledi: 

 1 1              (7.82) 

So zamena na dobienite vrednosti vo izrazite (7.79), (7.81) i (7.82) vo raven-

kata (7.62) se dobiva: 

     1 2 31 1

1 2 1 2 2 2 3 31

G G GPY
P s s

X G G H G H G G H


  

   
 (7.83) 

 

Zada~a 7.17.    So primena na grafovite za tek na signalite da se opredeli 

prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem daden so negoviot slo`en blok 

dijagram na slika 7.46 (zada~a 7.13). 

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za dadeniot upravuva~ki sistem, so 

primena na osnovnite pravila za negovo iscrtuvawe, e prika`an na slika 7.72. 
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Slika 7.71.  Graf za tek na signalite  

 

Od grafot za tek na signalite lesno mo`e da se presmetaat potrebnite gole-

mini: 

1.  Direktni pateki: postoi edna direktna pateka so zasiluvawe: 

 1 1 2 3P G G G           (7.84) 

2.  Povratni om~i: postojat tri povratni om~i so zasiluvawa: 

 11 3 1P G H   ,    21 2 3 1 2P G G H H   ,    31 1 2 3 1 2 3P G G G H H H      (7.85) 

3.  Determinanta na sistemot: ne postojat om~i koi {to ne se dopiraat, 

pa spored toa, determinantata na sistemot }e bide: 

  11 21 31 3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 31 1P P P G H G G H H G G G H H H          (7.86) 

4.  Determinanti na direktnite pateki: site povratnati om~i ja dopi-

raat direktnata pateka od kade {to sledi: 

 1 1              (7.87) 

5.  Prenosna funkcija: so zamena na dobienite vrednosti vo izrazite 

(7.84), (7.86) i (7.87) vo ravenkata (7.62) se dobiva: 

     1 2 31 1

3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 31

G G GPY
P s s

X G H G G H H G G G H H H


  

   
 (7.88) 

 

Zada~a 7.18.    So primena na grafovite za tek na signalite da se opredeli 

prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem daden so negoviot blok dija-

gram na slika 7.73 vo koj {to K const . 
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Slika 7.73.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 
Slika 7.74.  Graf za tek na signalite  

 

1.  Zasiluvaweto na edinstvenata direktna pateka }e bide: 

 
 1

1 1

2 2

K
P K

s s s s

   
      

    
          (7.89) 

2.  Zasiluvawata na dvete povratni om~i se: 

  2

11

1
P s s

s

 
     
 

 ,     21

1 10
10

K
P K

s s

 
     
 

 ,        (7.90) 

3.  Ne postojat om~i koi {to ne se dopiraat, pa spored toa, determinantata na 

sistemot }e bide: 

    
2

11 21

10 10
1 1

K s s K
P P s

s s

   
         

 
 (7.91) 

4.  I dvete povratnati om~i ja dopiraat direktnata pateka od kade {to sledi 

deka zasiluvaweto na determinantata na direktnata pateka e: 

 1 1              (7.92) 

5.  Spored toa, prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 



7.  Algebra na blok dijagramite 
 

291 

    
 

  
1 1

2 2

1
2

10 2 10

K

s sPY K
P s s

s s KX s s s K

s




   
    

 (7.93) 

 

Zada~a 7.19.  Daden e linearen upravuva~ki sistem so dva vleza 1( )X s  i 2 ( )X s  

preku negoviot slo`en blok dijagram (slika 7.75). Da se opredeli ravenkata 

na izlezot na sistemot  Y s , koga istovremeno }e bidat aktivni i dvata vleza 

vo sistemot. 

 

Slika 7.75.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem so dva vleza 

 

Re{enie:     So primena na principot na superpozicija, prvo se opredeluva  

izlezot  1Y s , koga e aktiven samo vlezot 1( )X s , a potoa se opredeluva izlezot 

 2Y s ,  koga e aktiven samo vlezot 2 ( )X s .  Vkupniot odziv (izlez) na sistemot, 

koga se aktivni istovremeno i dvata vleza 1( )X s  i 2 ( )X s  }e prestavuva zbir od 

prethodno dobienite poedine~ni odzivi, odnosno: 

      1 2Y s Y s Y s   (7.94) 

Grafot za tek na signalite za dadeniot blok dijagram e prka`an na slika 7.76. 
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Slika 7.76.  Graf za tek na signalite za sistem so dva vleza  

 

Soglasno dadenoto objasnuvawe, prvo se analizira sistemot koga e aktiven 

samo vlezot 1( )X s , odnosno vlezot 2 ( )X s  kompletno se zanemaruva, kako da ne 

postoi     1 20;  0X s X s  .  

1.1.  Vo grafot za tek na signalite postojat dve direktni pateki i nivnoto  

zasiluvawe }e bide: 

 1 1 2 1 21 1 1P G G G G                (7.95) 

  2 1 2 2 4 1 2 4 21 1 1P G G H G G G G H                    (7.96) 

1.2.  Postojat tri povratni om~i, ~ii {to zasiluvawa }e bidat: 

  11 1 2 1 1 2 1P G G H G G H                (7.97) 

  21 4 4 3 3 4 4P G H G G G H                (7.98) 

    31 2 2 4 3 2 4 2 3P G H G H G G H H                 (7.99) 

1.3.  Vo ovoj graf za tek na signalite postojat dve om~i koi {to ne se dopi-

raat i nivnoto zasiluvawe }e bide: 

 12 11 21 1 2 3 4 1 4P P P G G G G H H             (7.100) 

Pa, spored toa, determinantata na sistemot }e bide: 

  11 21 31 121 P P P P        

 1 2 1 3 4 4 2 4 2 3 1 2 3 4 1 41 GG H G G H G G H H GG G G H H       (7.101) 

1.4.  Zasiluvawata na determinantite na direktnite pateki se: 
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 1 3 4 41 G G H               (7.102) 

 2 1              (7.103) 

1.5.  Spored toa, prenosnata funkcija za ovoj sistem koga e aktiven samo vle-

zot 1( )X s  }e bide: 

    
 1 2 3 4 4 1 2 4 21 1 1 2 2

1

1

1G G G G H G G G HY P P
P s s

X

   
  

 
  

  
 1 2 4 2 3 4 41

1 1 2 1 3 4 4 2 4 2 3 1 2 3 4 1 4

1

1

G G G H G G HY
s

X G G H G G H G G H H G G G G H H

 


   
 (7.104) 

Od ravenkata (7.104) se opredeluva izlezot  1Y s  koga e aktiven samo vlezot 

1( )X s , odnosno: 

  
   1 2 4 2 3 4 4 1

1

1 2 1 3 4 4 2 4 2 3 1 2 3 4 1 4

1

1

G G G H G G H X s
Y s

G G H G G H G G H H G G G G H H

 


   
 (7.105) 

Analogno na prethodnoto, se povtoruva istata postapka koga e aktiven samo 

vlezot 2 ( )X s , odnosno, sega, vlezot 1( )X s  kompletno se zanemaruva, kako da ne 

postoi     1 20;  0X s X s  .  

2.1.  I vo ovoj slu~aj, vo grafot za tek na signalite postojat dve direktni pa-

teki i nivnoto  zasiluvawe }e bide: 

 1 3 4 3 41 1 1P G G G G                (7.106) 

  2 3 4 3 2 2 3 4 31 1 1P G G H G G G G H                    (7.107) 

2.2.  Postojat tri povratni om~i, ~ii {to zasiluvawa }e bidat: 

  11 2 1 1 1 2 1P G H G G G H                (7.108) 

  21 3 4 4 3 4 4P G G H G G H                (7.109) 

    31 4 3 2 2 2 4 2 3P G H G H G G H H                 (7.110) 

2.3.  I vo ovoj slu~aj postojat dve om~i koi {to ne se dopiraat i nivnoto zasi-

luvawe }e bide: 

 12 11 21 1 2 3 4 1 4P P P G G G G H H             (7.111) 

Pa, spored toa, determinantata na sistemot }e bide: 
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  11 21 31 121 P P P P        

 1 2 1 3 4 4 2 4 2 3 1 2 3 4 1 41 GG H G G H G G H H GG G G H H       (7.112) 

2.4.  Zasiluvawata na determinantite na direktnite pateki se: 

 1 1 2 11 G G H               (7.113) 

 2 1              (7.114) 

2.5.  Prenosnata funkcija za ovoj sistem koga e aktiven samo vlezot 2 ( )X s  }e 

bide: 

    
 3 4 1 2 1 2 3 4 32 1 1 2 2

2

2

1G G G G H G G G HY P P
P s s

X

   
  

 
  

  
 3 4 2 3 1 2 12

2 1 2 1 3 4 4 2 4 2 3 1 2 3 4 1 4

1

1

G G G H G G HY
s

X G G H G G H G G H H G G G G H H

 


   
 (7.115) 

Od ravenkata (7.115) se opredeluva izlezot  2Y s  koga e aktiven samo vlezot 

2 ( )X s , odnosno: 

  
   3 4 2 3 1 2 1 2

2

1 2 1 3 4 4 2 4 2 3 1 2 3 4 1 4

1

1

G G G H G G H X s
Y s

G G H G G H G G H H G G G G H H

 


   
 (7.116) 

Spored toa, vkupniot odziv na sistemot koga se aktivni i dvata vleza 1( )X s  i 

2 ( )X s  }e se opredeli spored ravenka (7.94) i pritoa se dobiva: 

  
       1 2 4 2 3 4 4 1 3 4 2 3 1 2 1 2

1 2 1 3 4 4 2 4 2 3 1 2 3 4 1 4

1 1

1

G G G H G G H X s G G G H G G H X s
Y s

G G H G G H G G H H G G G G H H

    


   
 (7.117) 

 

Zada~a 7.20.  So primena na grafovite za tek na signalite da se opredeli 

prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem daden so negoviot slo`en blok 

dijagram na slika 7.77.  
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Slika 7.77.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem  

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 
Slika 7.74.  Graf za tek na signalite  

 

1.  Postojat dve direktni pateki i nivnoto zasiluvawe }e bide: 

 1 1 2 4 1 2 41 1 1P G G G G G G                 (7.118) 

 2 1 3 4 1 3 41 1 1P G G G G G G                 (7.119) 

2.  Postojat pet povratni om~i, ~ii {to zasiluvawa se: 

  11 1 1 1 1P G H G H                  (7.120) 

  21 1 2 2 1 2 21P G G H G G H                    (7.121) 

  31 1 3 2 1 3 21P G G H G G H                    (7.122) 

  41 2 4 3 2 4 3P G G H G G H                   (7.123) 

  51 3 4 3 3 4 3P G G H G G H                   (7.124) 
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Postojat dva para na dve povratni om~i koi{to ne se dopiraat i nivnite za-

siluvawa }e bidat: 

    12 11 41 1 1 2 4 3 1 2 4 1 3P P P G H G G H G G G H H                    (7.125) 

    22 11 51 1 1 3 4 3 1 3 4 1 3P P P G H G G H G G G H H                    (7.126) 

3.  Determinantata na sistemot e: 

    11 21 31 41 51 12 221 P P P P P P P           

1 1 1 2 2 1 3 2 2 4 3 3 4 3 1 2 4 1 3 1 3 4 1 31 G H GG H GG H G G H G G H GG G H H GG G H H          (7.127) 

4.  Site povratnati om~i gi dopiraat i dvete direktni pateki od kade {to 

sledi deka zasiluvawata na determinantite na direktnite pateki se: 

 1 1            i  2 1      (7.128) 

5.  Spored toa, prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

     1 1 2 2P PY
P s s

X

  
 


  

  
 

  
1 4 2 3

1 1 1 2 4 3 1 4 1 3 2 31

G G G GY
s

X G H G H G H G G H H G G




    
 (7.129) 

 

 

Zada~i za ve`bawe: 

 

Zada~a 7.21.  Da se opredeli prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem 

daden so negoviot blok dijagram pretstaven na slika 7.79. 

 
Slika 7.79.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 



7.  Algebra na blok dijagramite 
 

297 

Re{enie:      So edna od navedenite tri metodi vo ovaa glava, lesno mo`e da se 

dobie prenosnata funkcija na dadeniot upravuva~ki sistem, i taa e: 

   1 2

1 1 1 2 1 21

G GY
s

X G H G G H H


 
 (7.130) 

 

Zada~a 7.22.  Daden e blok dijagramot: 

 
Slika 7.80.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem 

 

Da se opredeli diferencijalnata ravenka (matemati~kiot model) so koja{to 

e opi{an ovoj upravuva~ki sistem. 

Re{enie:      Prenosnata funkcija na dadeniot upravuva~ki sistem }e bide: 

  
 

3 2

2 2

4 7 10

s sY
s

X s s s




  
 (7.131) 

Ako se zameni, Laplasoviot operator - s, so operatorot na diferencirawe - 

D, odnosno: s D , direktno se dobiva diferencijalnata ravenka za dadeniot 

upravuva~ki sistem: 

 
3 2 2

3 2 2
4 7 10 2 4

d y d y dy d x dx
y

dt dt dt dt dt
      (7.132) 

 

Zada~a 7.23.  So primena na grafovite za tek na signalite da se opredeli 

prenosnata funkcija na upravuva~kiot sistem daden so negoviot slo`en blok 

dijagram na slika 7.81.  
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Slika 7.81.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem  

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 
Slika 7.82.  Graf za tek na signalite  

 

Prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

     1 2 3

2 2 3 2 2 3 2 1 2 3 31

G G GY
P s s

X G H G H G G H G G G H
 

   
 (7.133) 

 

Zada~a 7.24.  Daden e slo`eniot blok dijagram na eden upravuva~ki sistem: 

 

Slika 7.83.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem  

 

Da se opredeli negovata prenosna funkcija. 
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Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 
Slika 7.84.  Graf za tek na signalite  

 

Prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

     1 2 3 3 2 3 2 1 2 3 1 2

2 3 2 3 1 2 3 1 2 31

G G G G G G H G G G H HY
P s s

X G G H H G G G H H H

  
 

 
 (7.134) 

 

Zada~a 7.25.  Daden e blok dijagramot: 

 

Slika 7.85.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem  

 

a).  Da se nacrta grafot za tek na signalite. 

b).  Da se opredeli prenosnata funkcija na dadeniot uptavuva~ki sistem. 

Re{enie:      a).  Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 

Slika 7.86.  Graf za tek na signalite  
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b).  Prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

     1 2 3

1 2 1 2 2 2 3 31

G G GY
P s s

X G G H G H G G H
 

  
 (7.135) 

 

Zada~a 7.26.  Daden e slo`eniot blok dijagram na eden upravuva~ki sistem: 

 

Slika 7.87.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem  

So primena na grafovite za tek na signalite da se opredeli prenosnata 

funkcija na dadeniot upravuva~ki sistem. 

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 

Slika 7.88.  Graf za tek na signalite  

 

Prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

     1 2 3 1 4

1 2 1 2 3 2 4 2 1 2 3 1 41

G G G G GY
P s s

X G G H G G H G H G G G G G


 

    
 (7.136) 
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Zada~a 7.27.  Da se opredeli ravenkata na izlezot  Y s  vo funkcija od vlezo-

vite 1( )X s  i 2 ( )X s  za sistemot pretstaven preku negoviot slo`en blok dija-

gram (slika 7.89).  

 
Slika 7.89.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem so dva vleza 

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 

Slika 7.90.  Graf za tek na signalite za sistem so dva vleza 

 

Izlezot  1Y s  na sistemot koga e aktiven samo vlezot 1( )X s , odnosno 

    1 20;  0X s X s  , }e bide: 

    1 2 3 1 3 4
1 1

3 1 1 4 21

G G G G G G
Y s X s

G H G G H




 
 (7.137) 

Izlezot  2Y s  na sistemot koga e aktiven samo vlezot 2 ( )X s , odnosno 

    1 20;  0X s X s  , }e bide: 

    1 2 3 1 3 4
2 2

3 1 1 4 21

G G G G G G
Y s X s

G H G G H




 
 (7.138) 

Vkupniot izlez  na ovoj upravuva~ki sistem koga }e bidat aktivni i dvata vle-

za i }e bide: 

          1 2 3 1 3 4
1 2 1 2

3 1 1 4 21

G G G G G G
Y s Y s Y s X s X s

G H G G H


      

 (7.139) 
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Zada~a 7.28.  Da se opredeli ravenkata na izlezot  Y s  vo funkcija od vlezo-

vite 1( )X s  i 2 ( )X s  za sistemot pretstaven preku negoviot slo`en blok dija-

gram (slika 7.91).  

 
Slika 7.91.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem so dva vleza 

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 
Slika 7.92.  Graf za tek na signalite za sistem so dva vleza 

 

Izlezot  1Y s  na sistemot koga e aktiven samo vlezot 1( )X s  }e bide: 

  
 

 1 2 3 3 4 5 1 3 5
1 1

2 1 3 2 5 12 1

G G G G G G G G G
Y s X s

G H G H G H

 


  
 (7.140) 

Izlezot  2Y s  na sistemot koga e aktiven samo vlezot 2 ( )X s  }e bide: 

  
 

 1 2 3 3 4 5 1 3 5
2 2

2 1 3 2 5 12 1

G G G G G G G G G
Y s X s

G H G H G H

  


  
 (7.141) 

Vkupniot izlez  na ovoj upravuva~ki sistem koga }e bidat aktivni i dvata vle-

za }e bide: 

      
    

 
1 3 2 5 1 2 3 4 5 1 2

1 2

2 1 3 2 5 12 1

G G G G X X G G G X X
Y s Y s Y s

G H G H G H

   
  

  
 (7.142) 
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Zada~a 7.29.  Da se opredeli ravenkata na izlezot  Y s  za sistemot pretsta-

ven preku negoviot slo`en blok dijagram (slika 7.93).  

 
Slika 7.93.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem so ~etiri vleza 

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za sistemot }e bide: 

 

Slika 7.94.  Graf za tek na signalite za sistem so ~etiri vleza 

 

Vkupniot izlez  na ovoj upravuva~ki sistem koga }e bidat aktivni site ~etiri 

vleza }e bide: 

  
 1 2 1 2 2 3 1 2 1 4

2 2 1 2 11

G G X G X X G G H X
Y s

G H G G H

  


 
 (7.142) 

 

Zada~a 7.30.  Da se opredelat ravenkite na izlezite  1Y s  i  2Y s  vo funkcija 

od vlezovite 1( )X s  i 2 ( )X s  za sistemot pretstaven preku negoviot slo`en 

blok dijagram (slika 7.95).  
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Slika 7.95.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem so dva vleza i dva izleza 

 

Re{enie:      Grafot za tek na signalite za dadeniot blok dijagram e prka`an 

na slika 7.96. 

 
Slika 7.96.  Graf za tek na signalite za sistem so dva vleza i dva izleza  

 

Izlezot  1Y s  na sistemot koga }e bidat aktivni  i dvata vleza }e bide: 

   1 2 1 2 3 4 2 2
1

1 2 3 4 2 4 1 2 1 2 3 41

G G X G G G H X
Y s

G G G G G G H H G G G G




   
 (7.144) 

Izlezot  2Y s  na sistemot koga }e bidat aktivni i dvata vleza }e bide: 

   1 2 4 1 1 3 4 2
2

1 2 3 4 2 4 1 2 1 2 3 41

G G G H X G G X
Y s

G G G G G G H H G G G G

 


   
 (7.145) 
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                                                                      OSMA   

GLAVA 

 

 

 

 
 
 

8.  KLASIFIKACIJA NA SISTEMITE,  
KONSTANTI NA GRE[KI I OSETLIVOST 

 

8.1.  Klasifikacija na sistemite 

 

Vo praktikata mo`e da se slu~i dva sistemi da imaat identi~na prenosna 

funkcija, a pritoa dvata sistemi da imaat razli~na konfiguracija; edniot da 

bide sistem so otvorena om~a, a drugiot da bide sistem so zatvorena om~a (po-

vratna vrska). Spored toa, ovie dva sistemi nema da imaat ednakvi osobini, 

iako nivnite prenosni funkcii se identi~ni. 

Primer 8.1. Slednite dva sistemi imaat identi~en objekt na uptavuvawe i 

identi~na prenosna funkcija za zasiluvawe K = 2 i pritoa edniot e sistem so 

otvorena om~a (slika 8.1.a), a drugiot e sistem so povratna vrska (slika 8.1.b).  

 

a). 
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b). 

Slika 8.1.  Blok dijagrami na sistemi so otvorena i zatvorena om~a 

 

Prenosnata funkcija na sistemot so otvorena om~a (slika 8.1.a) }e bide: 

 
2

1 4 5

Y K

X s s

 
 

  
 (8.1) 

Prenosnata funkcija na sistemot so otvorena om~a (slika 8.1.a) }e bide: 

 
2

2 4 3

Y K

X s s K

 
 

   
 (8.2) 

Ako vrednosta na zasiluvaweto e K = 2 se dobivaat identi~ni prenosni funk-

cii za dvata sistemi, odnosno: 

 
2

1 22 2

2

4 5
K K

Y Y

X X s s
 

   
    

    
 (8.3) 

I pokraj toa {to ovie dva sistemi se sosema ekvivalentni za K = 2, nivnite 

osobini zna~itelno }e se razlikuvaat, i za mali otstapuvawa na zasiluvaweto 

K od negovata vrednost K = 2. 

 

Vo prodol`enie na ovaa glava }e bidat analizirani nekoi od osobinite na 

sistemite so povratna vrska i pritoa }e bidat dadeni kvantitativni merila 

za delotvornosta na povratnata vrska, kako {to se: gre{kite {to gi pravi 

sistemot i osetlivosta na sistemot vo odnos na nekoj parametar. 

]e se razgleduva klasata na sistemi so povratna vrska so kanoni~en oblik na 

blok dijagramot, pretstaveni na slika 8.2. 
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Slika 8.2.  Kanoni~en oblik na sistem so povratna vrska 

 

Kru`nata prenosna funkcija za ovoj sistem, vo op{t oblik, mo`e da bide 

pretstavena kako: 

  
 

 

1

1

m

i

i

n

i

i

k s z

GH s

s p





 








 (8.4) 

Kade {to se:  k const  - zasiluvawe na kru`nata prenosna funkcija  GH s , 

iz  - kone~ni nuli na  GH s , 

ip  - kone~ni nuli na  GH s . 

Pritoa, mora da bide ispolnet uslovot n m , zaradi fizi~ka realizlivost na 

sistemot. 

Dokolku postojat l polovi vo centarot na s - poleto, toga{ kru`nata prenosna 

funkcija mo`e da se pretstavi vo oblik: 

  
 

 

 

 
1

1

m

i

i

n l l
l

i

i

k s z
k B s

GH s
s I s

s s p







 


 


 




 (8.5) 

Sistemot pretstaven so ravenkata (8.5) se narekuva - sistem od tip l. 

 

8.2.  Konstanti na gre{ki 

8.2.1. Sistemi so edine~na povratna sprega 

Daden e stabilen sistem so edine~na povratna vrska, prika`an na slika 8.4. 
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Slika 8.3.  Sistem so edine~na povratna vrska 

 

Konstanta na poziciona gre{ka 

Edno od merilata za delotvornosta na povratnata vrska, kaj stabilen sistem 

so edine~na povratna vrska, e konstantata na pozicionata (otsko~nata) 

gre{ka - pK . 

Konstantata pK  na poziciona gre{ka za sistem so edine~na povratna sprega 

od tip l (slika 8.3) se opredeluva spored izrazot: 

  
 

 

 

 
0 0

0
     0

lim lim 0

                0

p ls s

k B
lk B s

K G s I
s I s

l
 

 
 

   
 

 

 (8.6) 

Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot na stabilen sistem so edine~na po-

vratna vrska od tip l, za slu~aj koga na vlezot e dovedena edine~na otsko~na 

funkcija, se opredeluva so pomo{ na konstantata na poziciona gre{ka spored 

ravenkata: 

    
1

lim
1

p
t

p

e e t
K

  


 (8.7) 

Taa e merilo na gre{kata stalnata sostojba pome|u vlezot i izlezot na siste-

mot, koga na vlezot e dovedena edine~na otsko~na funkcija, odnosno so nea se 

ocenuva kolku uspe{no toj sistem mo`e da prati promena na pozicijata. 

Napomena:  Genezata na ravenkata (8.7) mo`e da se potvrdi na sledniot na~in: 

Gre{kata  E s  na sistemot so edine~na negativna povratna vrska, prika`an 

na slika 8.3, }e bide: 

            
1

1 1

G
E s X s Y s X s X s X s

G G
      

 
 (8.8) 
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Spored ravenkata (8.7), za vlez edine~na otsko~na funkcija, sledi: 

      
 0 0

0

1 1 1 1
lim lim lim

1 1 lim 1
p

t s s
p

s

e e t s E s s
G s G s K  



        
  

 (8.9) 

Kade {to e:        
1

X s x t u t
s

        L L     - Laplasova transformacija na 

vlez edine~na otsko~na funkcija. 

 

Konstanta na brzinska gre{ka 

Drugo merilato za delotvornosta na povratnata vrska, kaj stabilen sistem so 

edine~na povratna vrska (slika 8.3), e brzinskata (nagibnata) konstantata na 

gre{ka - vK . 

Brzinskata  konstantata na gre{ka  vK za stabilen sistem so edine~na po-

vratna vrska  od tip l  e opredelena kako: 

  
 

 

 

 0 0

      0         0

0
lim lim    1

0

              1

v ls s

l

k B s k B
K s G s s l

s I s I

l

 




 
     

 
  

 (8.10) 

Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot na stabilen sistem so edine~na po-

vratna vrska od tip l, za slu~aj koga na vlezot e dovedena edine~na nagibna 

funkcija, se opredeluva so pomo{ na brzinskata konstanta na gre{ka spored 

ravenkata: 

    
1

limv
t

v

e e t
K

    (8.11) 

Taa e merilo na gre{kata stalnata sostojba pome|u vlezot i izlezot na siste-

mot, koga na vlezot e dovedena edine~na nagibna funkcija, odnosno so nea se 

ocenuva kolku uspe{no toj sistem mo`e da prati promena na brzinata. 

 

Konstanta na zabrzuva~ka gre{ka 

Tretoto merilato za delotvornosta na povratnata vrska, kaj stabilen sistem 

so edine~na povratna vrska (slika 8.3), e zabrzuva~kata (parapoli~nata) kons-

tantata na gre{ka - aK . 
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Zabrzuva~kata  konstantata na gre{ka  aK  za stabilen sistem so edine~na po-

vratna vrska  od tip l  e opredelena kako: 

  
 

 

 

 
2 2

0 0

      0         0,1

0
lim lim    2

0

              2

a ls s

l

k B s k B
K s G s s l

s I s I

l

 




 
     

 
  

 (8.12) 

Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot na stabilen sistem so edine~na po-

vratna vrska od tip l, za slu~aj koga na vlezot e dovedena edine~na parabo-

li~na funkcija, se opredeluva so pomo{ na zabrzuva~kata konstanta na 

gre{ka spored izrazot: 

    
1

lima
t

a

e e t
K

    (8.13) 

Taa e merilo na gre{kata na stalnata sostojba pome|u vlezot i izlezot od sis-

temot, koga na vlezot e dovedena edine~na paraboli~na funkcija, odnosno so 

nea se ocenuva kolku uspe{no toj sistem mo`e da prati promena na zabrzuva-

weto. 

Konstantite na gre{ki i gre{kite na stalnata sostojba za stabilen sistem so 

edine~na povratna vrska od tip 0, 1 i 2 se prika`ani vo tabela 8.1 zaradi 

poednostaven uvid vo niv. 

 

Tabela 8.1. Konstanti na gre{ki i gre{ki na stalnata sostojba 

       Vlez 

 

Tip na 
sistem 

Edine~na otsko~na 
funkcija 

Edine~na nagibna  
funkcija 

Edine~na paraboli~na 
funkcija 

pK   pe   vK   ve   aK   ae   

 

Tip 0 
 

 

0

0

k B

I


 

1

1 pK
 

 
0 

 

  

 
0 

 

  

 

Tip 1 

 

  

 
0 

 

 

0

0

k B

I


 

1

vK
 

 
0 

 

  

 

Tip 2 

 

  

 
0 

 

  

 
0 

 

 

0

0

k B

I


 

1

aK
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8.2.2. Op{t oblik na sistemi so povratna vrska 

Vo prethodnoto poglavie 8.2.1 bea prezentirani izrazite za presmetka na 

konstantite na gre{ki kaj sistemi so edine~na povratna vrska. Postoi 

mo`nost, po druga metodologija, da se oceni delotvornosta na povratnata 

sprega i kaj op{t tip na stabilen sistem so povratna vrska. Imeno, vo ovoj 

slu~aj se ocenuva kvalitetot na odzivot na dadeniot sistem so toa {to toj se 

sporeduva so odzivot {to bi go imal po`elniot (idealniot) oblik na istiot 

sistem. 

Na slikata 8.4. so  iP s  e pretstavena prenosnata funkcija na po`elniot 

(idealen) sistem, a so  P s  e pretstavena prenosnata funkcija na dadeniot 

(raspolo`iviot) sistem.  Pritoa,  X s  e istovremeno vlez za dvata sistemi, a 

so  E s  e pretstavena gre{kata, odnosno razlikata pome|u po`elniot 

(idealniot) i vistinskiot izlez na sistemot. 

 
Slika 8.4.  Gre{ka na op{t oblik na sistem so povratna vrska 

 

Najelementarni oblici na idealni (po`elni) sistemi se: 

-  ~ist proporcionalen element:  iP s k ;     k const  (8.14) 

-  ~ist diferencijator:  iP s s      (8.15) 

-  ~ist integrator:  
1

iP s
s

      (8.16) 

Za op{t oblik na stabilen sistem so povratna vrska, vo prodol`enie, se da-

deni izrazite za konstantite na gre{ki i nivnite relacii so gre{kite vo 

stalnata sostojba. 
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Konstanta na poziciona gre{ka 

Konstantata  na pozicionata gre{ka (otsko~na konstanta na gre{ka) pK  se 

opredeluva spored izrazot: 

 
   

0

1

lim
p

i
s

K
P s P s




  

 (8.17) 

Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot na op{t oblik na stabilen sistem 

so povratna vrska, za slu~aj koga na vlezot e dovedena edine~na otsko~na 

funkcija, se opredeluva so pomo{ na konstantata na poziciona gre{ka spored 

ravenkata: 

    
1

limp
t

p

e e t
K

    (8.18) 

 

Konstanta na brzinska gre{ka 

Konstantata  na brzinskata gre{ka (nagibna konstanta na gre{ka) vK  se 

opredeluva spored izrazot: 

 

   
0

1

1
lim

v

i
s

K

P s P s
s



  

 (8.19) 

Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot na op{t oblik na stabilen sistem 

so povratna vrska, za slu~aj koga na vlezot e dovedena edine~na nagibna funk-

cija, se presmetuva sna sledniot na~in: 

    
1

limv
t

v

e e t
K

    (8.20) 

 

Konstanta na zabrzuva~ka gre{ka 

Konstantata  na zabrzuva~kata gre{ka (paraboli~na konstanta na gre{ka) aK  

se opredeluva spored izrazot: 

 

   20

1

1
lim

a

i
s

K

P s P s
s



  

 (8.21) 
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Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot na op{t oblik na stabilen sistem 

so povratna vrska, za slu~aj koga na vlezot e dovedena edine~na paraboli~na 

funkcija, se presmetuva sna sledniot na~in: 

    
1

lima
t

a

e e t
K

    (8.22) 

 

8.3.  Osetlivost 

Dokolku se pretpostavi deka sistemot e linearen i vremenski invarijanten, 

za negov matemati~ki model, mo`e da bide generirana prenosnata funkcija, 

odnosno za nekoi tipovi na sistemi, prenosna funkcija vo frekfenten domen, 

ili finkcija na frekfentniot odziv. 

Prenosnata funkcija e opredelena so kone~en broj na konstantni parametri. 

Vrednostite na ovie parametri, za nominalna rabota na sistemot, odnosno za 

re`imot na rabota na sistemot vo koj {to se analizira, se nare~eni nominal-

ni vrednosti. To~nosta na modelot, o~igledno, zavisi od to~nosta so koja {to 

ovie nominalni parametri gi aproksimiraat vistinskite vrednosti na para-

metrite, kako i od toa, kolku ovie parametri otstapuvaat od nominalnata 

vrednost vo tekot na rabota na sistemot. 

Osetlivosta na eden sistem vo odnos na nekoj parametar pretstavuva merilo 

za promenata na prenosnata funkcija vo odnos  na nejzinata nominalna vred-

nost, koga toj parametar }e ja menuva svojata vrednost. 

Prenosnata funkcija      P s Y s X s , ~ija {to osetlivost se ocenuva vo od-

nos na parametarot k, }e bide analizirana kako funkcija vo odnos na promen-

livata k -  P k . Spored toa, osetlivosta na prenosnata funkcija  P s  vo od-

nos na parametarot k  }e se opredeli spored ravenkata: 

    
 
 

 

 ln

ln

P k

k

dP k

d P k P k dP kk
S

dkd k P k dk

k

     (8.23) 
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Vo najop{t slu~aj, osetlivosta  P k

kS  e izrazena kako funkcija od kompleksna-

ta promenliva - s. 

Funkcijata na frekfentniot odziv na eden sistem mo`e da se dobie direktno 

od prenosnata funkcija na sistemot, dokolku e taa poznata, preku zamena na 

kompleksnata promenliva - s so imaginarnata vrednost - j . Vo ovoj slu~aj, 

funkcijata na frekfentniot odziv (prenosnata funkcija vo frekfenten do-

men) e opredelena so istite parametri kako i kaj prenosnata funkcija i nej-

zinata to~nost e opredelena so to~nosta na ovie parametri. Funkcijata na 

frekfentniot odziv mo`e alternativno da bide opredelena preku dijagra-

mite na goleminata i fazniot agol, dvata skicirani vo fnkcija na realnata 

frekfencija -  . Ovie dijagrami ~esto se dobivaat eksperimentalno i vo 

mnogu slu~ai ne mo`at da bidat opredeleni so kone~en broj na parametri. 

To~nosta na modelot, pritoa, zavisi od to~nosta so koja dijagramite za am-

plitudata i fazniot agol ja aproksimiraat vistinskata funkcija na frek-

fentniot odziv. 

I vo ovoj slu~aj osetlivosta na sistemot vo odnos na nekoj parametar pretsta-

vuva merilo za promenata na funkcijata na frekfentniot odziv vo odnos  na 

nejzinata nominalna vrednost, koga toj parametar }e ja menuva svojata vred-

nost. 

Neka e daden matemati~kiot model  P k  (prenosna funkcija ili  funkcija na 

frekfentniot odziv) za eden linearen vremenski invarijanten sistem prets-

taven vo polaren oblik kako 

     PjP k P k e   (8.24) 

kade {to e k - parametar od koj{to zavisi  P k .  Obi~no i  P k  i P  zavisat 

od k, a k e realna ili kompleksna golemina so koja {to e pretstaven nekoj pa-

rametar na sistemot. 

Spored toa, osetlivosta na matemati~kiot model  P k  vo odnos na parameta-

rot k  }e se opredeli spored ravenkata (8.23). 
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Osetlivosta na goleminata na  prenosnata funkcija  P k  -  P k  vo odnos na 

parametarot k  e opredelena so: 

 
   

 

 

 

 ln

ln

P k

k

d P k

d P k P k d P kk
S

dkd k dkP k

k

     (8.25) 

Osetlivosta na fazniot agol na prenosnata funkcija  P k  - P  vo odnos na 

parametarot k  e opredelena so: 

 
ln

ln
P

P

P P P
k

P

d

d dk
S

dkd k dk

k





  
   


 (8.26) 

Osetlivosta na matemati~kiot model     PjP k P k e   vo odnos na parameta-

rot k  se opredeluva spored izrazot: 

    
P

P kP k

k k P kS S j S    (8.27) 

Vo najop{t slu~aj goleminite na 
 P k

kS  i P

kS  se kompleksni broevi, no ako e 

parametarot k realna vrednost, toaga{ i  
 P k

kS  i P

kS  se realni vrednosti. 

 

Zada~a 8.1.    Daden e objekt na avtomatsko upravuvawe so negovata prenosna 

funkcija: 

  
 2 2

1

2
G s

s s



 (8.28) 

Potrebno e da se konstruira sistem, vo koj {to }e bide vklu~en objektot na 

upravuvawe  2G s , i koj {to }e ima prenosna funkcija: 

   3 2

2

2 2

Y
s

X s s


 
 (8.29) 

Da se poka`e deka, ako ne postojat dopolnitelni ograni~uvawa (kako {to e 

stabilnosta), koi {to se odnesuvaat na upravuva~kite (kompenzacionite) 
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elementi, toga{ takov sistem mo`e da bide konstruiran ili kako sistem so 

otvorena om~a ili kako sistem so edine~na povratna vrska. 

Re{enie:      Ako sistemot bide konstruiran kako sistem so otvorena om~a, 

toga{ toj }e ja ima slednata konfiguracija: 

 

Slika 8.5.  Blok dijagram na upravuva~ki sistem so otvorena om~a 

 

Prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

    1 2

Y
P s s G G

X
    

od kade {to se dobiva: 

  
 

 

 2

1 3 2

2

2

2 2

P s s s
G s

G s s s


 

 
 (8.30) 

Spored toa blok dijagramot za ovoj sistem }e bide: 

 

Slika 8.6.  Blok dijagram na baraniot sistem so otvorena om~a 

 

Ako sistemot bide proektiran kako sistem so edine~na povratna vrska, toga{ 

toj }e ja ima slednata konfiguracija (slika 8.7): 

 
Slika 8.7.  Blok dijagram na sistem so edine~na povratna vrska 
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Prenosnata funkcija za ovoj sistem }e bide: 

    1 2

1 21

G GY
P s s

X G G

 
 

 
 

od kade {to se dobiva: 

  
 

 

 1

2

1
2

1

P s
G s

G s P s

 
   

  

 (8.31) 

Spored toa blok dijagramot za ovoj upravuva~ki sistem so edine~na povratna 

vrska }e bide: 

 
Slika 8.8.  Blok dijagram na baraniot sistem so edine~na povratna vrska 

 

Zada~a 8.2.    Sistem so povratna vrska e pretstaven vo kanoni~na forma. 

 
Slika 8.9.  Kakoni~na forma na sistem so povratna vrska 

Da se klasificira ovoj sistem spored tipot, ako se: 

a).   
1

G s
s

 ,    1H s   

b).   
 

3

1
G s

s s



,   

2

3

s
H s

s





 

v).    2

5

2 3
G s

s s


 
,   

1

2

s
H s

s





 (8.32) 

g).   
  

10

2 1 3 1
G s

s s


 
,   

 
36

3 4 1
H s

s s



 

d).   
 

2

1
G s

s s



,   

 
1

1
H s

s s
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Re{enie:      Za da se opredeli  klasifikacijata na sistemite treba da se najde 

nivnata  kru`na prenosna funkcija, a potoa spored ravenka 8.5 da se opredeli 

tipot na sistemite. Spored toa se dobiva: 

a).   
1

GH s
s

 ,   Tip: 1 

b).  
 

  

3 2

1 3

s
GH s

s s s




 
 Tip: 1 

v).  
 

  2

5 1

2 2 3

s
GH s

s s s




  
 Tip: 0 (8.33) 

g).  
   

120

2 1 3 1 4 1
GH s

s s s s


  
 Tip: 1 

d).  
 

22

2

1
GH s

s s



 Tip: 2 

 

Zada~a 8.3.    Da se opredeli tipot na sistemite dadeni so nivnite blok-

dijagrami (slika 8.10): 

 
a) 

 
b) 

 
v) 

Slika 8.10.  Blok-dijagrami na sistemi so povratna vrska 
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Re{enie:      a).   Kru`nata prenosna funkcija }e bide: 

  
  2

10

1 2 3
GH s

s s s


  
  (8.34) 

Ova e sistem od tip 0. 

b).   Kru`nata prenosna funkcija }e bide: 

  
 2

4

2 2
GH s

s s s


 
  (8.35) 

Ova e sistem od tip 1. 

v).   Kru`nata prenosna funkcija }e bide: 

  
 

 2

4 1

2

s
GH s

s s





  (8.36) 

Ova e sistem od tip 2. 

 

Zada~a 8.4.    Daden e blok-dijagramot na eden stabilen sistem so edine~na 

povratna vrska (slika 8.11): 

 

Slika 8.11.  Blok-dijagram na sistem so edine~na povratna vrska 

 

Da se opredeli gre{kata na stalnata sostojba na izlezot: 

      
0

lim lim
t s

e e t s E s
 

     (8.37) 

ako na vlezot e dovedena funkcijata: 

   5 4x t t  ;  za 0t  ,    odnosno:           5 4x t u t r t     (8.38) 
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Re{enie:      Vlezot na sistemot vo y-domen }e bide: 

     2

1 1
5 4X s x t

s s
    L  (8.39) 

Spored tabela 8.1, konstantata na poziciona gre{ka pK , odnosno konstantata 

na gre{ka koga na vlezot na sistemot se dovede edine~na otsko~na funkcija, 

}e bide: 

  
 

  0 0

4 2
lim lim

1 4
p

s s

s
K G s

s s s 


   

 
 (8.40) 

Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot, za vlez edine~na otsko~na funkcija 

}e bide: 

  
1

0
1

p

p

e
K

  


 (8.41) 

Konstantata na brzinska gre{ka vK , odnosno konstantata na gre{ka koga na 

vlezot na sistemot se dovede edine~na rampa, }e bide: 

  
 

  0 0

4 2
lim lim 2

1 4
v

s s

s
K s G s s

s s s 


    

 
 (8.42) 

Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot, za vlez edine~na rampa }e bide: 

  
1 1

2
v

v

e
K

    (8.43) 

Spored toa, vkupnata gre{ka na stalnata sostojba na izlezot, za dadeniot vlez 

(ravenka 8.38), }e iznesuva; 

        
1

lim 5 4 5 0 4 2
2

p v
t

e e t e e


              (8.44) 

 

Zada~a 8.5.    Daden  e blok-dijagramot na eden stabilen sistem so edine~na 

povratna vrska od tip 2 (slika 8.12): 

 

Slika 8.12.  Blok-dijagram na sistem so edine~na povratna vrska od tip 2 
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a).  Da se opredeli kako sistemot }e prati pozicija, brzina i zabrzuvawe na 

vlezot, vo podolg vremenski period, odnosno vo stalnata sostojba na izlezot. 

b).  Da se opredeli krajnata vrednost na gre{kata, ako na vlezot e dovedena 

funkcijata: 

        
1 1

3
2 4

x t u t r t p t      (8.45) 

 

Re{enie:      Najnapred treba da se proveri stabilnosta na sistemot, bi-

dej}i presmetanite gre{ki {to gi pravi sistemot vo stacionarnata sostojba 

se validni samo za stabilni sistemi. 

Apsolutnata stabilnost na sistemot najednostavno mo`e da se proveri so po-

mo{ na Routh-oviot kriterium. 

Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem }e bide: 

  1 0G s  ,    odnosno:      3 24 10 10 0s s s     (8.46) 

Routh-ovata tabela za dobienata karakteristi~na ravenka (8.46) e: 

     3 24 10 10 0s s s     

3s  1 10  

2s  4 10  

1s  7,5 0  

0s  10   

Spored toa, sistemot e stabilen, bidej}i vo prvata kolona od Routh-ovata ta-

bela site ~lenovi se pozitivni. 

a). Kako sistemot }e prati pozicija, se proveruva koga }e se opredeli 

gre{kata na stalnata sostojba na izlezot na sistemot, koga na vlez e dovedena 

edine~na otsko~na funkcija (tabela 8.1): 

  
 

 20 0

10 1
lim lim

4
p

s s

s
K G s

s s 


   


,    odnosno          

1
0

1
p

p

e
K

  


 (8.47) 
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Gre{kata {to ja pravi sistemot pri promena na brzinata na vleznata golemi-

na, se opredeluva na toj na~in {to }e se opredeli gre{kata na stalnata sos-

tojba na izlezot na sistemot, koga na vlez e dovedena edine~na rampa (tabela 

8.1):  

  
 

 20 0

10 1
lim lim

4
v

s s

s
K s G s s

s s 


    


,    odnosno          

1
0v

v

e
K

    (8.48) 

Gre{kata {to ja pravi sistemot pri promena na zabrzuvaweto na vleznata go-

lemina, se opredeluva koga }e se opredeli gre{kata na stalnata sostojba na 

izlezot na sistemot, koga na vlez e dovedena edine~na parabola (tabela 8.1):  

  
 

 
2 2

20 0

10 1 10
lim lim

4 4
a

s s

s
K s G s s

s s 


   


,    odnosno          

1 2

5
a

a

e
K

    (8.49) 

Spored ova mo`e da se  zaklu~i deka sistemot vo stacionarna sostojba dobro i 

bez gre{ka }e prati promena na pozicija i brzina na vlezot, a zabrzuvaweto 

}e go prati so konstantna gre{ka od   2 5ae   . 

b).  Krajnata vrednost na gre{kata {to ja pravi sistemot stacionarnata sos-

tojba, za vlezot daden so ravenkata (8.45) }e bide: 

- Najprvo se opredeluva Laplasovata transformacija na vlezot, odnosno: 

     2 3

1 1 1 1 2
3

2 2
X s x t

s s s
     L  (8.50) 

Od kade {to sledi: 

          
1 1 1 2 1

lim 3 0 0
2 2 2 5 5

p v a
t

e e t e e e


                 (8.51) 

 

Zada~a 8.6.    Daden  e blok-dijagramot na eden stabilen sistem so edine~na 

povratna vrska (slika 8.13): 

                              

Slika 8.13.  Blok-dijagram na sistem so edine~na povratna vrska  

1 0

0

K

a
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Na ovoj sistem e izvr{ena intervencija so vgraduvawe na lokalna povratana 

om~a, kako {to e prika`ano na slednata slika 8.14: 

                           

Slika 8.14.  Blok-dijagram na sistem so vgradena lokalna povratna om~a  

 

Kako, novovovedenata lokalna povratna om~a }e vlijae na dinami~kite i sta-

ti~kite karakteristiki na sistemot. 

 

Re{enie:      Sistemot so vgradena lokalna povratna om~a,  prika`an na slika 

8.14, so sreduvawe na povratnata om~a, mo`e da se prika`e so sledniot blok 

dijagram. 

                                         

 Slika 8.15.  Uprosten blok dijagram na sistem so lokalna povratna om~a  

 

So analiza na kru`nite prenosni funkcii, odnosno karakteristi~nite ra-

venki na sistemite, mo`e lesno da se utvrdi deka stanuva zbor za stabilni 

sistemi. 

Dinamikata na sistemite e definirana so sopstvenata frekfencija - n  i so 

prigu{uvaweto na sistemot -  . 

Za taa cel se opredeluvaat prenosnite funkcii na dadeniot sistem (slika 

8.13) i na sistemot so vgradena lokalna povratna om~a (slika 8.15): 

1

2

0

0

0

K

K

a







1

2

0

0

0

K

K

a
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1

1 2

1

Y s K
P s

X s s as K
 

 
 (8.52) 

  
 

   
1

2 2

1 2 1

Y s K
P s

X s s a K K s K
 

  
 (8.53) 

Op{tiot oblik na prenosna funkcija na sistem od vtor red, spored ravenka 

(3.121) }e bide: 

  
 

 

2

2 22

n

n n

Y s k
P s

X s s s



 
 

 
 (8.54) 

So sporeduvawe na ravenkata (8.52) i ravenkata (8.53) so ravenkata (8.54) se 

dobiva: 

Za dadeniot sistem (slika 8.13): 

 ,1 1n K    

 1

12

a

K
   (8.55) 

Za sistemot so dopolnitelna lokalna povratna om~a (slika 8.14): 

 ,2 1n K    

 1 2
2 1 1 2

1

1

22

a K K
K K

K
 


    (8.56) 

Od dobienite rezultati (8.55) i (8.56) mo`e da se zaklu~i deka neprigu{enata 

prirodna frekfencija (sopstvenata frekfencija) na sistemite vo dvata 

slu~aja ostanuva ista, dodeka prigu{uvaweto na sistemot so dopolnitelna po-

vratna om~a e pogolemo od prigu{uvaweto na osnovniot sistem za vrednost: 

1 2

1

2
K K . 

[to se odnesuva na komparacijata na stacionarnite karakteristiki na dvata 

sistemi, tie mo`e da se valoriziraat preku sporeduvawe na gre{kite vo sta-

cionarnata sostojba na izlezite za dvata sistemi poedine~no. 
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Stacionarnite gre{ki, koi{to gi pravi prviot sistem, spored tabela 8.1, }e 

bidat: 

  
 

1
,1 1

0 0
lim limp
s s

K
K G s

s s a 
   


,   ,1

,1

1
0

1
p

p

e
K

  


 

  
 

1 1
,1 1

0 0
lim limv
s s

K K
K s G s s

s s a a 
   


,  ,1

,1 1

1
v

v

a
e

K K
    (8.57) 

  
 

2 2 1
,1 1

0 0
lim lim 0a
s s

K
K s G s s

s s a 
   


,  ,1

,1

1
a

a

e
K

     

Stacionarnite gre{ki za sistemot so dopolnitelna povratna om~a se: 

  
 

1
,2 2

0 0
1 2

lim limp
s s

K
K G s

s s a K K 
   

 
,   ,2

,2

1
0

1
p

p

e
K

  


 

  
 

1 1
,2 2

0 0
1 2 1 2

lim limv
s s

K K
K s G s s

s s a K K a K K 
   

  
,  

     1 2
,2 ,1 2

,2 1

1
v v

v

a K K
e e K

K K


       (8.58) 

  
 

2 2 1
,2 2

0 0
1 2

lim lim 0a
s s

K
K s G s s

s s a K K 
   

 
,  ,2

,2

1
a

a

e
K

     

So analiza na stacionarnite gre{ki {to gi pravat i dvata sistemi, mo`e da 

se zaklu~i deka i dvata sistemi, dobro, bez gre{ka, pratat pozicija i deka 

voop{to ne mo`at da pratat zabrzuvawe, odnosno zabrzuva~kata stacionarna 

gre{ka im e ednakva i beskone~no golema. Brzinskata stacionarna gre{ka, 

koja {to ja pravi sistemot so dopolnitelna povratna om~a e pogolema od 

brzinskata gre{ka za dadeniot sistem za iznos 2K .  

 

Zada~a 8.7.    So sledniot blok-dijagram e pretstaven sistem, koj {to aprok-

simira ~ist diferencijator za mali vrednosti na parametarot   i za golemi 

vrednosti na zasiluvaweto K  (slika 8.16): 
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Slika 8.16.  Blok-dijagram na pribli`en diferencijator  

 

Negovata prenosna funkcija e: 

  
 

   1

Y s Ks
P s

X s s s K
 

 
 (8.59) 

O~igledno e deka:  
0

lim

K

P s s



  (8.60) 

t.e. negovata prenosna funkcija e ~ist diferencijator vo limit. 

Da se opredelat gre{kite na stalnata sostojba na izlezot za dadeniot sistem 

vo odnos na stalnata sostojba na izlezot na idealen diferencijator, odnosno 

kolku uspe{no dadeniot sistem }e prati pozicija, vrzina i zabrzuvawe vo od-

nos na ~istiot diferencijator. 

 

Re{enie:      Sistemot e stabilen za site vrednosti na 0   i 0K  . 

Konstantata na pozicionata gre{ka pK  se opredeluva spored ravenka (8.17): 

   

 
 

 

2

0

0 0

1 1 1

lim 1
lim lim

1 1

p

i
s

s s

K
P s P s s sKs

s
s s K s s K



 


 

    
           

      

 (8.61) 

Pozicionata gre{ka na stalnata sostojba, spored ravenka (8.18), }e bide: 

    
1

lim 0p
t

p

e e t
K

     (8.62) 

Konstantata na brzinskata gre{ka vK  se opredeluva spored ravenka (8.19): 

 

     
 

2

0
0

1 1

1 11lim lim
1

v

i
s

s

K
s sP s P s

s s s s K








   
      

   

 (8.63) 
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Brzinskata gre{ka na stalnata sostojba, spored ravenka (8.20), }e bide: 

    
1

lim 0v
t

v

e e t
K

     (8.64) 

Konstantata na zabrzuva~kata gre{ka aK , spored ravenka (8.21), }e bide: 
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2
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1 1

1 11lim lim
1
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i
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K K
s sP s P s

s s s s K








  
      

  

 (8.65) 

Zabrzuva~kata gre{ka na stalnata sostojba se presmetuva spored ravenka 

(8.22) i taa iznesuva: 

    
1 1

lima
t

a

e e t
K K

     (8.66) 

So analiza na dobienite rezultati od ravenkite (8.62), (8.64) i (8.66) mo`e da 

se zaklu~i deka dadeniot sistem }e se odnesuva identi~no kako ~ist diferen-

cijator vo odnos na pratewe na pozicija i brzina, no vo odnos na pratewe na 

zabrzuvawe }e pravi gre{ka 1 K , koja {to, za golemi vrednosti na K, }e bide 

nezna~itelno mala. 

 

Zada~a 8.8.    Daden e realen sistem so negoviot blok-dijagram, slika 8.17: 

 
Slika 8.17.  Blok-dijagram na realen sistem  

 

Od sistemot se bara da realizira; koga na vlezot se dovede edine~na nagibna 

funkcija (edine~na rampa), na izlezot treba da se dobie edine~na odsko~na 

funkcija.  

Koi }e bidat otstapuvawata na stacionarnite vrednosti na izlezot vo odnos 

na izlezot na idealniot sistem, koga na vlezot se dovedat: 
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 a). Edine~na odsko~na funkcija. 

 b). Edine~na nagibna funkcija. 

 v). Edine~na parabola. 

 

Re{enie:      Soglasno uslovite dadeni vo zada~ata, idealniot sistem treba da 

pretstavuva ~ist diferencijator, odnosno: 

  iP s s  (8.67) 

Prenosnata funkcija za dadeniot realen sistem (slika 8.17) }e bide: 

  
 

 

Y s Ks
P s

X s s K
 


 (8.68) 

O~igledno e deka sistemot e stabilen za site pozitivni vrednosti na K. 

a).  Konstantata na pozicionata gre{ka }e bide: 

 
    2

0
0 0

1 1 1

lim
lim lim

p

i
s

s s

K
KsP s P s s

s
s K s K


 

    
             

 (8.69) 

Pozicionata gre{ka na stacionarnata sostojba e: 

    
1

lim 0p
t

p

e e t
K

     (8.70) 

b).  Konstantata na brzinskata gre{ka se opredeluva od izrazot: 

 

   
2

0 0

1 1

1 1
lim lim

v

i
s s

K
s

P s P s
s s s K 

   

  


 (8.71) 

Brzinskata gre{ka na stalnata sostojba }e bide: 

  
1

0v

v

e
K

    (8.72) 

v).  Konstantata na zabrzuva~kata gre{ka }e bide: 

 

   
2

2 20 0

1 1

1 1
lim lim

a

i
s s

K K
s

P s P s
s s s K 

  

  


 (8.73) 

Zabrzuva~kata gre{ka na stalnata sostojba }e se opredeli od izrazot: 
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1 1

a

a

e
K K

    (8.74) 

Spored toa, i za ovoj sistem }e va`i istiot zaklu~ok kako i za sistemot daden 

vo zada~a 8.7, odnosno, kolku e pogolema vrednosta na zasiluvaweto K, tolku 

sistemot so svoite stati~ki karakteristiki }e se pribli`uva do odnesuvawe-

to na ~ist diferencijator. 

 

Zada~a 8.9.    Daden e realen sistem so negoviot matemati~ki model: 

 
3 2

3 2
3 4 100

d y d y dy dx
y x

dt dt dt dt
      (8.75) 

Ovoj sistem treba da bide upotreben kako zasiluva~. Dali }e ja zadovoli taa 

uloga i so kolkava stacionarna gre{ka, dokolku na vlezot se dovede: edine~na 

otsko~na funkcija -  u t , edine~na rampa -  r t  i edine~na parabola -  p t ? 

 

Re{enie:      Od matemati~kiot model na sistemot (8.75), so primena na Lapla-

sova transformacija lesno mo`e da se dobie prenosnata funkcija na siste-

mot: 

  
 

  3 2

100

3 4 1

Y s s
P s

X s s s s


 

  
 (8.76) 

Karakteristi~nata ravenka na sistemot e: 

 3 23 4 1 0s s s     (8.77) 

Routh-ovata tabela za dobienata karakteristi~na ravenka (8.77) e: 

     3 23 4 1 0s s s     

3s  1 4  

2s  3 1  

1s  11 3  0  

0s  1   

Spored toa, sistemot e stabilen, bidej}i vo prvata kolona od Routh-ovata ta-

bela site ~lenovi se pozitivni. 
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So ogled na toa deka sistemot e stabilen, gre{kite koi {to gi pravi siste-

mot vo stacionarnata sostojba, za dadenite funkcii na vlezot, }e se presme-

taat spored ravenkite (8.18), (8.20) i (8.22). 

Idealniot sistem treba da bide zasiluva~, so zasiluvawe ednakvo na nultoto 

zasiluvawe na realniot sistem, odnosno: 

    
0

lim 100i

s

P s k P s


    (8.78) 

Gre{kite na stalnata sostojba na izlezot za dadeniot sistem vo odnos na 

stalnata sostojba na izlezot na idealen zasiluva~ (8.78) }e bidat: 

    3 2
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sP s P s s s s

s s s s s s


 

    
                   

 

   
1

lim 0p
t

p

e e t
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 (8.79) 

 
1

399v
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e
K
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2 3 220 0

1 1
0

1 1 100 300 399lim lim
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i
s s

K
s sP s P s s

s s s ss 

  
      

   

 

 
1

a

a

e
K

     

Spored rezultatite od analizata na stati~kite karakteristiki na dadeniot 

realen sistem mo`e da se zaklu~i deka toj mo`e da se koristi kako zasiluva~, 

bidej}i stati~kata gre{ka pri pratewe na pozicija e ednakva na nula. Ovoj 

sitem mo`e da prati i promena na brzinata no so zna~ajno golema gre{ka. 

Sistemot, voop{to ne mo`e da prati zabrzuvawe. 
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Zada~a 8.10.    Daden e realen sistem so edine~na negativna povratna om~a so 

negoviot blok-dijagram  (slika 8.17), so objekt na upravuvawe -  2G s , sistem 

od vtor red, i upravuva~ki element -  1G s , ~ist integrator so zasiluvawe K: 

 
Slika 8.18.  Blok-dijagram na realen sistem so edine~na povratna vrska 

 

a).  Da se opredeli zasiluvaweto K, taka da e krajnata vrednost na brzinskata 

gre{ka vo stacionarna sostojba na sistemot:   0,5ve   . 

b).  Dali sistemot mo`e da se podesi, i za poprecizno pratewe na brzinskite 

promeni, odnosno ako treba da e krajnata vrednost na brzinskata gre{ka vo 

stacionarna sostojba na sistemot:   0,1ve   ? 

 

Re{enie:   Kru`nata prenosna funkcija za dadeniot sistem }e bide: 

  
 2

16

6 16

K
GH s

s s s


 
 (8.80) 

Za da se proveri stabilnosta na sistemot potrebno e da se opredeli karakte-

risti~nata ravenka na sistemot: 

  1 0GH s    

 3 26 16 16 0s s s K     (8.81) 

Routh-ovata tabela za dobienata karakteristi~na ravenka (8.81) e: 

     3 26 16 16 0s s s K     

3s  1 16  

2s  6 16K  

1s  96 16

6

K
 

0  

0s  16K   
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Za da bide sistemot e stabilen, potrebno e site ~lenovi od prvata kolona vo 

Routh-ovata tabela da se pozitivni. 

Od 0s  - redot sledi: 16 0K     0K        

a od 1s - redodot se dobiva: 96 16 0K     6K    

Ovie uslovi se naneseni na realnata oska za vrednostite na zasiluvaweto K i 

prika`ani se na slika 8.19. 

 

Slika 8.19.  Dozvoleni vrednosti za zasiluvaweto K 

 

Sistemot }e bide stabilen ako zasiluvaweto K se menuva vo granicite: 

 0 6K   (8.82) 

a).  Konstantata na brzinska gre{ka vK , odnosno konstantata na gre{ka koga 

na vlezot na sistemot se dovede edine~na rampa, }e bide: 

  
 20 0

16
lim lim

6 16
v

s s

K
K s GH s s K

s s s 
    

 
 (8.83) 

Brzinskata gre{ka na stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

  
1 1

v

v

e
K K

    (8.84) 

Od uslovot vo zada~ata sledi: 

  
1

0,5ve
K

   ,  odnosno 2K   (8.85) 

Spored toa, za da bide sistemot stabilen i da bide ispolnet uslovot za gole-

minata na brzinskata gre{ka, vrednosta na zasiluvaweto K treba da bide, is-

tovremeno, i vo granicite (8.82) i da bide zadovolen uslovot (8.85). 

Ovie uslovi se naneseni na realnata oska za vrednostite na zasiluvaweto K i 

prika`ani se na slika 8.20. 
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Slika 8.20.  Dozvoleni vrednosti za zasiluvaweto K za ispolnuvawe na dvata uslova 

 

Od slika 8.20, jasno se gleda, deka zasiluvaweto K treba da se menuva vo gra-

nicite:  

 2 6K    (8.86) 

b).  Od dopolnitelniot uslov vo zada~ata sledi: 

  
1

0,1ve
K

   ,  odnosno 10K   (8.87) 

Od uslovot (8.82) za  stabilnosta na sistemot, za vrednosta na zasiluvaweto K 

se dobiva: 0 6K  , a za da bide ispolnet uslovot (8.87) za goleminata na 

brzinskata gre{ka, treba da bide: 10K  ,  {to ne mo`e istovremeno da bide 

ispolneto. 

Spored toa, ovoj sistem ne mo`e da se podesi da ima brzinska gre{ka vo sta-

cionarnata sostojba   0,1ve   . Najgolemata to~nost {to mo`e da postigne so 

ovoj sistem, vo odnos na brzinskata gre{ka vo stacionarna sostojba, iznesuva  

  0,1667ve   . 

 

Zada~a 8.11.    Daden e realen sistem so edine~na negativna povratna om~a so 

negoviot blok-dijagram  (slika 8.21): 

 
Slika 8.21.  Blok-dijagram na realen sistem so edine~na povratna vrska 

 

Da se opredeli gre{kata na sistemot vo stacionarnata sostojba  t  , ako 

na vlezot e dovedena funkcijata prika`ana na slika 8.22. 
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Slika 8.22.  Funkcija na vlez na sistemot 

 

Re{enie:    Od slika 8.22 mo`e lesno, so pomo{ na osnovnite funkcii, da se 

opredeli funkcijata na vlez na sistemot, i taa }e iznesuva: 

        1 1 2x t u t r t r t       (8.88) 

Spored toa, vleznata funkcija vo stacionarnata sostojba  t   }e bide: 

    lim 2
t

x x t


    (8.88) 

odnosno, vleznata funkcija vo stacionarna sostojba }e bide otsko~na funkci-

ja so intenzitet 2:    2x u t  . 

Od ovde sledi deka sistemot treba da se proveri samo kakva gre{ka }e pravi 

vo stacionarna sostojba ako na vlezot e dovedena otsko~na funkcija, odnosno: 

      lim 2 p
t

e e t e


      (8.89) 

Kru`nata prenosna funkcija za dadeniot sistem }e bide: 

  
 

2

10 2

5 5

s
GH s

s s




 
 (8.90) 

Spored tabela 8.1, konstantata na poziciona gre{ka pK , odnosno konstantata 

na gre{ka koga na vlezot na sistemot se dovede edine~na otsko~na funkcija, 

}e bide: 

  
 

20 0

10 2
lim lim 4

5 5
p

s s

s
K GH s

s s 


  

 
 (8.91) 
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Gre{kata na stalnata sostojba na izlezot, za vlez edine~na otsko~na funkcija 

}e bide: 

  
1 1

0,2
1 5

p

p

e
K

   


 (8.92) 

Spored toa,  gre{kata {to }e pravi sistemot vo stacionarna sostojba za vlez-

nata funkcija zadadena na slika 8.22 }e bide: 

      lim 2 2 0,2 0,4p
t

e e t e


         (8.93) 

 

Zada~a 8.12.    Na slika 8.23 e pretstavena skica na hidrauli~en volan za 

upravuvawe na vozilo. Vsu{nost, ovoj hidrauli~en sistem pretstavuva sistem 

na pratewe na pozicija, odnosno kako se menuva vlezot  x t , taka treba, pro-

porcionalno, da se menuva izlezot  y t .  

 

 
 

Slika 8.23.  Skica na hidrauli~en volan 
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Hidrauli~niot volan vo stacionarna sostojba treba da obezbedi proporcio-

nalnost pome|u rotacijata na volanot, odnosno pomestuvaweto na to~kata A 

za  x t , vlez na sistemot, i rotacijata na trkalata na voziloto, odnosno po-

mestuvaweto na to~kata D za  y t , izlez na sistemot, vo soodnos 1 : 5. 

a).  Da se opredelat stacionarnite gre{ki {to gi pravi ovoj hidrauli~en vo-

lan vo odnos na idealniot sistem za pratewe na pozicija, vo slu~aj pobudata 

da bide: edine~na otsko~na funkcija, edine~na rampa ili edine~na parabola. 

b).  Koj uslov treba da bide ispolnet, vo odnos na konstruktivnite karakte-

ristiki na sistemot, za da se namali stacionarnata gre{ka? 

 

Re{enie:    Spored skicata dadena na slika 8.23 }e se objasni principot na 

rabota na hidrauli~niot volan za upravuvawe na vozilo. 

So rotacija na volanot (8), preku zavojnoto vratilo i navrtkata (9) se pomes-

tuva lostot (5) vo desno za pozicija  x t , odnosno to~kata A se pomestuva vo 

pozicija A . Ova e ovozmo`eno, bidej}i vo po~etniot moment, komorite na 

cilinderot (1) se blokirani, a so toe e blokiran i lostot (6), odnosno to~kata 

S od lostot (5) e so fiksna pozicija. So pomestuvawe na to~kata A za pozicija 

 x t , klip~eto (4) na rasporednikot (3), odnosno to~kata V od lostot (5), }e se 

pomesti vo desno za pozicija  1x t . Ova }e predizvika pomestuvawe na klipot 

(2) na hidrauli~niot cilindar (1) vo levo za pozicija  y t , odnosno to~kata D 

od lostot (6) }e se pomesti vo pozicija D . So ova, to~kata E od lostot (6) }e 

se pomesti vo levo vo pozicija E , odnosno za pomestuvawe  1y t .  

Bidej}i preku volanot i zavojnoto vratilo (8) i navrtkata (9), to~kata A  se 

odr`uva vo fiksna pozicija, sega lostot (5) }e rotira okolu taa to~ka, i 

to~kata S }e se pomesti za pozicija  1y t , odnosno vo pozicija C . So ova, 

klip~eto (4) na hidrauli~niot rasporednik (3) }e se vrati za pozicija  2x t , 

odnosno to~kata V  }e se pomesti vo pozicija B , koja {to mora da se poklopi 

so po~etnata pozicija na to~kata V, odnosno klip~eto (4) na rasporednik (3) 
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treba da se postavi vo po~etna blokirana pozicija. Na ovoj na~in, preku 

klipwa~ata (2) na hidrauli~niot cilindar (1) i mehanizmot (10) }e se zaro-

tiraat trkalata na voziloto za opredelen agol, proporcionalno na rotacija-

ta na volanot (8). 

Vo ovoj slu~aj, treba da se napomene deka rotacijata na trkalata na voziloto 

se odviva kontinuirano, vo zavisnost od rotacijata na volanot (8), a ne kako 

{to be{e objasneto, deka ovoj proces na pozicionirawe se odviva sekvenci-

jalno. Ovoj na~in na prezentirawe na procesot na upravuvawe na agolot na 

rotacija na prednite trkala na voziloto e neophoden za da mo`e polesno da se 

objasni principot na rabota i da se izvede matemati~kiot model na hidrau-

li~en volan. 

a).  Soglasno skicata na hidrauli~niot volan dadena na slika 8.23 i objasnu-

vaweto na na~inot na funkcionirawe na istiot, lesno mo`e da se nacrta 

blok-dijagramot na dadeniot sistem na upravuvawe (slika 8.24). Pritoa, po-

mestuvaweto na to~kata A od lostot (5), koe {to e proporcionalno na agolot 

na rotacija na volanot vo zavisnost od ~ekorot na navojnicata, pretstavuva 

vlez na sistemot -  x t , a pomestuvaweto na klipwa~ata na hidrauli~niot ci-

lindar (1), odnosno to~kata D od lostot (6), koe {to e, pak, proporcionalno 

na agolot na rotacija na trkalata na voziloto, vo zavisnost od dimenziite na 

mehanizmot (10), pretstavuva izlez na upravuva~kiot sistem -  y t . 

Za prenosna funkcija na hidrauli~nata kontura: rasporednik i pozicionen 

cilindar, se koristi najaproksimiranata (najednostavnata) zavisnost dadena 

so ravenka (2.183): 

  
Y K

s
E s

  (8.94) 

kade {to e: K - zasiluvawe na hidrauli~nata kontura, koe{to voglavno zavisi 

od dimenziite na rasporednikot i na cilindarot, pritisokot vo sistemot, ti-

pot na rabotnata te~nost i strujnite karakteristiki na proto~nite 

povr{ini (ravenka 2.181, 2.183). Vo realni sistemi vrednosta na K se dvi`i 

vo granici:  3 31,5 10 3 10K     . Vo konkretniot primer se usvojuva 2800K  .                                                                                                                                                                                                                                                 
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Blok-dijagramot za dadeniot upravuva~ki sistem, zaedno so poedine~nite 

prenosni funkcii za sekoj blok poedine~no, e prika`an na slika 8.24. 

 
Slika 8.24.  Blok dijagram na hidrauli~en volan 

 

Prenosnata funkcija na dadeniot upravuva~ki sistem na hidrauli~en volan, 

se opredeluva od blok-dijagramot daden na slika 8.24, i taa }e iznesuva: 

    
 

  
2 3 4

1 2 3 4 1 4

K l l lY
P s s

X s l l l l K l l

  
 

     
 (8.95) 

Sistemot e stabilen za site vrednosti na: 1 2 3 4,  ,  ,  ,  0l l l l K  . 

Ako se usvoi deka odnosot na dol`inite na kracite na lostovite (5) i (6) se 

dadeni si nekoj prenosen odnos i, toga{ }e va`i: 

 1
1

2

l
i

l
 ,    3

2

4

l
i

l
  (8.96) 

Od uslovot na zada~ata, o~igledno e deka idealniot (po`elniot) sistem 

pretstavuva ~ist proporcionalen element so zasiluvawe 2, odnosno: 

   5iP s       (8.97) 

Spored toa se dobiva: 

    
    

  
1 2 3 4 1 4 2 3 4

1 2 3 4 1 4

5 5
i

s l l l l K l l l l l
P s P s

s l l l l Kl l

       
  

 (8.98) 

Konstantite na gre{ki i gre{kite vo stalnata sostojba za osnovnite test 

funkcii }e bidat: 

Konstantata na pozicionata gre{ka }e bide: 

 
     

1 4

1 4 2 3 4
0

1

5lim
p
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s

l l
K

l l l l lP s P s


 
   

 (8.99) 
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Pozicionata gre{ka na stacionarnata sostojba e: 

    
 2 3 4

1 4

1
lim 5p
t

p

l l l
e e t

K l l


      (8.100) 

Za vaka aproksimiraniot matemati~ki model na hidrauli~niot sistem od hi-

drauli~niot volan, vedna{ se gleda, deka brzinskata i zabrzuva~kata kons-

tanta na gre{ka se: 

 0v aK K   (8.101) 

od kade {to sledi deka brzinskata i zabrzuva~kata gre{ka na stalnata sostoj-

ba }e bidat: 

    v ae e     (8.102) 

Od ovde mo`e da se zaklu~i, deka vaka koncipiraniot sistem mo`e uspe{no da 

prati pozicija, so nekoja gre{ka, no nemo`e da ja prati brzinata i zabrzuva-

weto na promenata na pozicijata na volanot. 

b).  So analiza na dobieniot rezultat za pozicionata gre{ka na stalnata sos-

tojba, ravenka (8.100), jasno e deka sistemot }e se izedna~i so odnesuvaweto na 

idealniot sistem, vo odnos na pratewe na pozicija, ako gre{kata e ednakva na 

nula, odnosno: 

  
 2 3 4

1 4

5 0p

l l l
e

l l


     (8.103) 

Od kade {to sledi uslovot vo odnos na konstruktivnite karakteristiki, pri 

{to treba da bide ispolneto: 

  1 4 2 3 45l l l l l   (8.104) 

ili izrazeno preku prenosnite odnosi (8.96), }e bide: 

 1 25 1i i   (8.105) 

Spored toa, ako se usvoi da e odnosot na dol`inite na kracite na lostot (5) 

ednakov na 1 2i  , odnosno da e: 1 22l l  , toga{, vo odnos na pratewe na pozici-

jata, realniot sistem }e se izedna~i so odnesuvaweto na idealniot sistem, ako 

e ispolneto da e odnosot na dol`inite na kracite na lostot (6) ednakov na 

2 9i  , odnosno da e: 3 49l l  . 
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Zada~a 8.13.    Na slika 8.25 se pretstaveni blok-dijagramite na dva sistema: 

 

 a).       b). 
 

Slika 8.25.  Blok-dijagrami na dva sistema 

 

a).  Da se opredelat prenosnite funkcii na dvata sistemi za 1 2 100K K  . 

b).  Da se opredelat osetlivostite na ovie dva sistemi vo odnos na parameta-

rot 1K , za nominalnite vrednosti: 1 2 100K K  . 

 

Re{enie:    a).  Spored blok-dijagramite dadeni na slika 8.25 lesno mo`e da 

se opredelat prenosnite funkcii na dvata sistemi, i tie }e bidat: 

     1 2
1

1 21 0,0099

K KY
P s s

X K K


 

  
, odnosno   

1

2

1 100

100

100K

K

P s 



  (8.106) 

     1 2
2

1 21 0,09 1 0,09

K KY
P s s

X K K
  

   
, odnosno   

1

2

2 100

100

100K

K

P s 



  (8.107) 

Od ravenkite (8.106) i (8.107) mo`e da se zaklu~i deka prenosnite funkcii na 

dvata sistemi se identi~ni za nominalnite vrednosti: 1 2 100K K  . 

b). Spored ravenka (8.23) }e se presmeta osetlivosta na prenosnata funkcija 

sekoj od sistemite vo odnos na parametarot 1K , za nominalnite vrednosti: 

1 2 100K K  : 

  

 

 
1 1

1

1 11

1 1 1 1 2

1

1 0,0099

P K

K

dP KK
S

P K dK K K
  

  
,  

odnosno  1 1

1
2

1

100
1 100

1
0,01

1 0,99

P K

K
K

K

S
K



 
 

 (8.108) 
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2 1

1

2 11

2 1 1 1

1

1 0,09

P K

K

dP KK
S

P K dK K
  

 
,  

odnosno  2 1

1
2

1

100
1 100

1
0,1

1 0,09

P K

K
K

K

S
K



 
 

 (8.109) 

Od ravenkite (8.108) i (8.109) mo`e da se zaklu~i deka vtoriot sistem -  2P s  e 

za 10 pati poosetliv od prviot sistem -  1P s  po odnos na promenata na para-

metarot 1K , odnosno ako se promeni parametarot 1K  za 10%, toa }e predizvi-

ka promena od 0,1%  na vrednosta na  1P s  i promena od 1%  na vrednosta na 

 2P s . 

 

 

Zada~a 8.14.    Daden e sistem na avtomatsko upravuvawe na slika 8.26: 

 

Slika 8.26.  Blok dijagram na sistem na avtomatsko upravuvawe 

a).  Da se opredeli osetlivosta na sistemot na promenata na sekoj od parame-

trite K1, K2 i p. 

b).  Na koj parametar sistemot }e bide najosetliv (samo po osnov na golemina-

ta na  P j ) ako vlezot e prostoperiodi~na funkcija so uslovi p  i 

1 2K K , i za nominalni vrednosti na parametrite: 0,1p  , 1 0,5K  , 2 0,4K  . 

 

Re{enie:    a).  Spored blok-dijagramot daden na slika 8.26 se opredeluva 

prenosnata funkcija na sistemot na avtomatsko upravuvawe: 

    
 

   
1

1 21

G s KY
P s s

X GH s s s p K K
  

   
 (8.110) 
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Osetlivosta na sistemot za sekoj od parametarite K1, K2 i p   poedine~no, }e se 

opredeli spored ravenka (8.23) i taa }e iznesuva: 

  

 

 
1

1

11

1 1 1 2

P K

K

dP KK s p
S

P K dK s p K K


  

 
 (8.111) 

  

 

 
2

2

22 1 2

2 2 1 2

P K

K

dP KK K K
S

P K dK s p K K
   

 
 (8.112) 

  

 

 

1 2

P p

p

dP pp p
S

P p dp s p K K
   

 
 (8.113) 

b).  Funkcijata na frekfentniot odziv na eden sistem mo`e da se dobie di-

rektno od prenosnata funkcija na sistemot, dokolku e taa poznata, preku za-

mena na kompleksnata promenliva - s so imaginarnata vrednost - j , i taa za 

dadeniot sistem (revenka 8.110) }e iznesuva: 

  
 

1

1 2

K
P j

j j p K K


 


  
 (8.114) 

Goleminata na funkcijata na frekfentniot odziv (ravenka 8.114) }e bide: 

  
 

1

22

1 2

K
P j

p K K


 



  

 (8.115) 

Osetlivosta na goleminata na  prenosnata funkcija -  P j  za sekoj od pa-

rametarite K1, K2 i p   poedine~no, }e se opredeli spored ravenka (8.25) i taa 

}e iznesuva: 

 
 

 

   

 
1

1

1 1 2 1 21

22 2
11 1 2

1
P K

K

d P K K K p K KK
S

dKP K p K K 


   

  
 

 (8.116) 

 
 

 

 
 2

2

22
1 2 1 2

22

P K

K

d P KK
S K K p K K

dKP K
      (8.117) 

 
 

 

 
 1 2

P p

p

d P pp
S p p K K

dpP p
      (8.118) 
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Spored uslovot daden vo zada~ata, ako vlezot e prostoperiodi~na funkcija so 

uslovi p  i 1 2K K , i za nominalni vrednosti na parametrite: 0,1p  , 

1 0,5K   i 2 0,4K  , osetlivostite na sistemot (8.116, 8.117 i 8.118) }e bidat: 

 
 1

1
1

P K

KS  , 
 2

2
0,06

P K

KS   , 
 

0,03
P p

pS    (8.119) 

Spored toa, sistemot e najosetliv na promenite na parametarot (zasiluvawe-

to) - K1, potoa na promenite na parametarot - K2, a najmalku e osetliv na pro-

menite na parametarot (polot) - p. 

 

Zada~a 8.15.    Za sistemot daden vo zada~a 8.6 so negoviot blok-dijagram na 

slika 8.13 i za sistemot so vgradena lokalna povratna om~a, daden na slika 

8.14, da se opredeli osetlivosta, na sekoj od sistemite poedine~no, vo odnos na 

parametrite K1 i a i da se iskomentira promenata na osetlivostite so vovedu-

vaweto na lokalnata povratna om~a. 

 

Re{enie:    Prenosnite funkcii na dvata sistema se dadeni so ravenkite 

(8.52) i (8.53), odnosno: 

  
 

 
1

1 2

1

Y s K
P s

X s s as K
 

 
 (8.120) 

  
 

   
1

2 2

1 2 1

Y s K
P s

X s s a K K s K
 

  
 (8.121) 

Osetlivosta na dvete prenosni funkcii (8.120) i (8.121) vo odnos na parame-

trite K1 i a }e se opredeli spored ravenka (8.23), i tie }e bidat: 

  

 

   
1 1

1

1 11

2

1 1 1 1

P K

K

dP K s s aK
S

P K dK s as K


  

 
 (8.122) 

  

 

 
1 1

2

1 1

P a

a

dP aa as
S

P a da s as K


  

 
 (8.123) 

  

 

   

 
2 1

1

2 11

2

2 1 1 1 2 1

P K

K

dP K s s aK
S

P K dK s a K K s K


  

  
 (8.124) 

  

 

 

 
2 2

2

2 1 2 1

P a

a

dP aa as
S

P a da s a K K s K


  

  
 (8.125) 
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Za da se sporedat osetlivostite na dvete prenosni funkcii (8.120) i (8.121) vo 

odnos  na sekoj od parametrite K1 i a  poedine~no,  istite }e se podelat, od-

nosno }e se dobie: 

 

 

 

 
 

 

2 1

1

1 1

1

2

1 2 1

1 2

22
11

1

1

P K

K

P K

K

s s a

S s a K K s K

K K ss s aS

s as Ks as K



  
 




  

 (8.126) 

 
 

 

 2

1

2

1 2 1

1 2

2 2

1 1

1

1

P a

a

P a

a

as

s a K K s KS

as K K sS

s as K s as K



  
 




   

 (8.127) 

Od ravenkite (8.126) i (8.127), o~igledno e deka i osetlivosta po parametarot 

K1 i osetlivosta po parametarot a, identi~no }e se promenat so voveduvaweto 

na lokalnata povratna om~a vo sistemot. I dvata sistemi }e bidat ednakvo 

osetlivi na promenite na parametrite K1 i a, samo ako e 0s  . Za site drugi 

vrednosti na s, sistemot so vgradena lokalna povratna om~a (8.121) }e bide 

pomalku osetliv na promenite na parametarot K1 i na parametarot a, vo odnos 

na prviot sistem (8.120).  

Ovoj zaklu~ok mo`e da se donese zatoa {to za 1 0K  , 2 0K   i 0a  , }e va`i: 

 1 2

2

1

0
K K s

s as K


 
, odnosno       1 1 2 1

1 1

P K P K

K KS S   i       1 2P a P a

a aS S  (8.128) 

 

Zada~i za ve`bawe: 

Zada~a 8.16.    Daden e sistem so edine~na negativna povratna vrska i so pre-

nosna funkcija vo direktnata granka: 

  
 

  
1

2

2 1

4 1 1

K s
G s

s s s




 
 (8.129) 

Na vlezot e dovedena pobudata:      
0

0,5 1 0,5
t

x t u t r t t


    . 
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a).  Za dadeniot vlez, gre{kata {to ja pravi sistemot vo stacionarnata sos-

tojba, treba da iznesuva   0,1e   . Da se opredeli najmalata vrednost na zasi-

luvaweto K1, koja {to go zadovoluva ova barawe. 

b). Dali e sistemot stabilen za vrednosta na K1 opredelena pod (a)? 

v). Dali sistemot }e bide stabilen ako dozvolenata krajna gre{ka za dadeniot 

vlez iznesuva   0,5e    

Re{enie:    a). Laplasovata transformacija na vlezot }e bide: 

     2

1 1 1

2
X s x t

s s
    L  (8.130) 

Vo zavisnost od dadeniot vlez (8.130) i spored tabela 8.1 se opredeluva vkup-

nata gre{ka na stalnata sostojba na izlezot, i taa }e bide: 

        
1

1
lim 0,5

2
p v

t
e e t e e

K
         (8.131) 

Za da bide ispolneto baraweto pod (a), spored ravenka (8.131), se dobiva deka 

vrednosta na zasiluvaweto K1 treba da bide: 1 5K  . 

b). Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem }e bide: 

  1 0G s  ,    odnosno:      4 3 24 9 6 11 5 0s s s s      (8.132) 

So proverka na apsolutnata stabilnost na sistemot so pomo{ na Routh-oviot 

kriterium se dobiva deka ovoj sistem e nestabilen, poto~no, dva pola od ka-

rakteristi~nata ravenka go pravat sistemot nestabilen. 

v). Ako dozvolenata krajna gre{ka za dadeniot vlez iznesuva   0,5e   , toga{ 

spored ravenka (8.131) se dobiva deka vrednosta na zasiluvaweto e: 1 1K  . 

Karakteristi~nata ravenka za ovoj sistem }e bide: 

 4 3 24 9 6 3 1 0s s s s      (8.133) 

Spored Routh-oviot kriterium na stabilnost se dobiva deka ovoj sistem e ap-

solutno stabilen. 
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Zada~a 8.17.    Matemati~kiot model na eden sistem so edine~na negativna 

povratna vrska e daden so diferencijalnata ravenka: 

 
4 3 2

4 3 2
10 24 2 2

d y d y d y dy
y x

dt dt dt dt
      (8.134) 

Da se opredelat, stacionarnata: poziciona, brzinska i zabrzuva~ka gre{ka, 

koi {to gi pravi zadadeniot sistem. 

Re{enie:   Prenosnata funkcija na dadeniot sistem se dobiva direktno od  

diferencijalnata ravenka (8.134), so zamena na linearniot operator na dife-

rencirawe 
d

D
dt

  so laplasoviot operator s, i taa }e bide: 

  
 

  4 3 2

2

10 24 2

Y s
P s

X s s s s s
 

   
 (8.135) 

So proverka na stabilnosta na sistemot spored Routh-oviot kriterium na sta-

bilnost se dobiva deka ovoj sistem e apsolutno stabilen. 

Od uslovot deka sistemot e so edine~na negativna povratna vrska se dobiva: 

  
 

 

 

 1

Y s G s
P s

X s G s
 


, odnosno    

 

 1

P s
G s

P s



 (8.136) 

So zamena na vrednosta na prenosnata funkcija (8.135) vo izrazot (8.136) se 

dobiva vrednosta na kru`nata prenosna funkcija: 

  
 3 2

2

10 24 1
G s

s s s s


  
 (8.137) 

Spored toa mo`e da se zaklu~i deka ova e sistem od tip 1, a spored tabela 8.1 

se dobiva: 

  
0

limp
s

K G s


   ,   
1

0
1

p

p

e
K

  


 

  
0

lim 2v
s

K s G s


   ,  
1 1

2
v

v

e
K

    (8.138) 

  2

0
lim 0a
s

K s G s


   ,  
1

a

a

e
K
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Zada~a 8.18.    Matemati~kiot model na eden sistem so edine~na negativna 

povratna vrska e daden so diferencijalnata ravenka: 

 
4 3 2

4 3 2
3 4 3 2 3 2

d y d y d y dy dx
y x

dt dt dt dt dt
       (8.139) 

Na vlezot e dovedena pobudata:  
21

7 2
4

0

t t
x t


 

 



;

;
   

0

0





t

t
 

Da se opredeli vkupnata stacionarna gre{ka.  

Re{enie:    Dadeniot sistem e stabilen. Negovata kru`na prenosna funkcija 

}e bide: 

  
 2 2

3 2

3 4

s
G s

s s s




 
 (8.140) 

 Vkupnata gre{ka na stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

          
1

lim 7 2 1
2

p v a
t

e e t e e e


             (8.141) 

 

Zada~a 8.19.    Daden  e blok-dijagramot na eden sistem so edine~na povratna 

vrska (slika 8.27): 

 

Slika 8.27.  Blok-dijagram na sistem so edine~na povratna vrska  

Da se opredeli krajnata vrednost na gre{kata, ako na vlezot e dovedena funk-

cijata: 

        
0

22 7 2 7
t

x t u t r t p t t t


         (8.142) 

 

Re{enie:    Vkupnata gre{ka na stalnata sostojba na izlezot }e bide: 

          
2

lim 2 7 2
3

p v a
t

e e t e e e


             (8.143) 
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Zada~a 8.20.    Realen  sistem  e pretstaven so negoviot blok-dijagram (slika 

8.28). Toj  e konstruiran za izlezot na sistemot  y t  da go sledi vlezot na sis-

temot   x t : 

 

Slika 8.28.  Blok-dijagram na realen sistem za sledewe  

So kakva  krajnata vrednost na gre{kata, izlezot   y t  }e go sledi vlezot 

 x t , ako na vlezot e dovedena funkcijata: 

  
21

2
3

0

t t
x t


 

 



;

;
   

0

0





t

t
 (8.144) 

Re{enie:    Prenosnata funkcija na realniot sistem za sledewe }e bide: 

  
 

 

 
4 3 2

2 1

5 6 2 2

Y s s
P s

X s s s s s


 

   
 (8.145) 

Od karakteristi~nata ravenka na sistemot se proveruva stabilnosta na sis-

temot i spored Routh-oviot kriterium na stabilnost se dobiva deka ovoj sis-

tem e apsolutno stabilen.  

Od uslovot na zada~ata sledi deka idealnata prenosna funkcija za ovoj sistem 

bi bila proporcionalen element so zasiluvawe 1, odnosno: 

  
 

 
1i

Y s
P s

X s
   (8.146) 

Spored toa, vkupnata gre{ka na stalnata sostojba na izlezot vo odnos na 

idealniot sistem }e bide: 

          
2

lim 2 2
3

p v a
t

e e t e e e


            (8.147) 

 



8.  Klasifikacija na sistemite, konstanti na gre{ka i osetlivost 
 

349 

Zada~a 8.21.    Na slika 8.29 e pretstaven realen  sistem  so negoviot blok-

dijagram.  

  

Slika 8.29.  Blok-dijagram na realen sistem  

 

a).  Da se opredeli koj tip na idealen sistem }e simulira ovoj realen sistem 

za mnogu golemi vrednosti na zasiluvaweto K. 

b). Ako zasiluvaweto na sistemot e 100K  , koi }e bidat otstapuvawata na 

stacionarnite vrednosti na izlezot vo odnos na izlezot na idealniot sistem, 

ako na vlezot e dovedena funkcijata: 

  
22 4

0

t t
x t

  
 
 ;

;
   

0

0





t

t
 (8.148) 

Re{enie:    a).  Prenosnata funkcija na realniot sistem }e bide: 

  
 

 

Y s Ks
P s

X s s K
 


 (8.149) 

O~igledno e deka sistemot e stabilen za site pozitivni vrednosti na K. 

Za golemi vrednosti na K se dobiva:  

  lim lim

1
K K

s
P s s

s

K

 
 



 (8.150) 

t.e. negovata prenosna funkcija e ~ist diferencijator vo limit. 

b).  Vkupnata gre{ka na stalnata sostojba na izlezot vo odnos na idealniot 

sistem }e bide: 

          
1

lim 2 8 2 0 0 8 0,08p v a
t

e e t e e e
K

                 (8.151) 

 



8.  Klasifikacija na sistemite, konstanti na gre{ka i osetlivost 
 

350 

Zada~a 8.22.    Realen sistem so edine~na negativna povratna vrska pravi 

stacionarna gre{ka    lim 0,1
t

e e t


   , koga na vlezot e dovedena funkcijata: 

  
22 5 2

0

t t
x t

  
 
 ;

;
   

0

0





t

t
 (8.152) 

Da se opredeli matemati~kiot model na sistemot, ako objektot na upravuvawe 

ima edna realna nula vo -1 i eden realen pol vo -2. 

Re{enie:    Spored uslovot vo zada~ata dadeniot realen sistem mora da bide 

od tip 2. Za da bide stacionarnata gre{ka    lim 0,1
t

e e t


    i za dadenite 

realni pol i nula se dobiva deka prenosnata funkcija na objektot na upravu-

vawe treba da e: 

  
 

 2

40 1

2

s
G s

s s





 (8.153) 

Spored toa prenosnata funkcija na realniot sistem }e bide: 

  
 

 

 

 

 
3 2

40 1

1 2 40 40

Y s G s s
P s

X s G s s s s


  

   
 (8.154) 

Od prenosnata funkcija na sistemot, dadena so ravenkata (8.154), lesno se 

opredeluva matemati~kiot model na realniot sistem, i toj }e bide: 

 
3 2

3 2
2 40 40 40 40

d y d y dy dx
y x

dt dt dt dt
      (8.155) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


