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VEROJATNOST





Glava 1

SLUQAJNI NASTANI

1.1 PROSTOR OD ELEMENTARNI NASTANI. SLUQAJNI NASTANI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

1.1.1. Da se opredeli prostorot od elementarni nastani pri slednite
eksperimenti:

a) frlaǌe na edna kocka;

b) frlaǌe na edna moneta;

v) frlaǌe na dve moneti;

g) frlaǌe na edna kocka i edna moneta.

Rexenie.
a) Elementarnite nastani od ovoj eksperiment se broevite na gornata stra-

na na kockata. Na toj naqin se dobiva deka prostorot na elementarni
nastani e Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

b) Elementarnite nastani od ovoj eksperiment se dvete strani na monetata,
koi voobiqaeno se oznaquvaat so P-pismo i G-glava. Taka prostorot na
elementarni nastani e Ω = {P,G}.

v) So prethodno usvoenite oznaki imame deka prostorot na elementarni
nastani e Ω = {PP,PG,GP,GG}.

g) Ω = {1P, 2P, 3P, 4P, 5P, 6P, 1G, 2G, 3G, 4G, 5G, 6G}.

3



4 Glava 1. SLUQAJNI NASTANI

1.1.2. Eksperimentot se sostoi vo frlaǌe na dve homogeni kocki. Da
se opredeli:
a) prostorot od elementarni nastani Ω;
b) nastanot A: na prvata kocka da se pojavi brojot 3;
v) nastanot B: da se pojavi barem ednax brojot xest;
g) nastanot C: zbirot na broevite od dvete kocki e 7;
d) nastanot D: na obete kocki se pojavuva broj pogolem od qetiri;
ǵ) sprotivniot nastani na nastanot A;
e) presekot na nastanite A i B;
�) unijata na nastanite C i D.

Rexenie.

a) Elementarnite nastani od ovoj eksperiment se parovite broevi (m, n) ≡
mn, kade m i n se broevite na gornata strana na prvata i vtorata kocka,
soodvetno. Na toj naqin se dobiva deka prostorot na elementarni nas-
tani e

Ω = {(m, n) : m, n = 1, 2, . . . , 6} =

= {11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 35, 36,

41, 42, 43, 44, 45, 46, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66}.

b) A = {31, 32, 33, 34, 35, 36}.
v) B = {16, 26, 36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 65}.
g) C = {16, 25, 34, 43, 52, 61}.
d) D = {55, 56, 65, 66}.
ǵ) A = Ω \A = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 41, 42, 43, 44, 45,

46, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66}.
e) A ∩B = {36, 63}.
�) C ∪D = {16, 25, 34, 43, 52, 61, 55, 56, 65, 66}.

1.1.3. Vo edna kutija se naoǵjaat pet numerirani topqiǌa. Od kuti-
jata dva pati edno po drugo se izvlekuva po edno topqe. Da se opredeli
prostorot od elementarni nastani ako:
a) topqiǌata se vraḱaat vo kutijata i va�en e redosledot na izvle-

qenite broevi;
b) topqiǌata se vraḱaat vo kutijata i redosledot na izvleqenite

broevi ne e va�en;
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v) topqiǌata ne se vraḱaat vo kutijata i va�en e redosledot na
izvleqenite broevi;

g) topqiǌata ne se vraḱaat vo kutijata i redosledot na izvleqenite
broevi ne e va�en.

Rexenie. Elementarnite nastani od ovoj eksperiment, sliqno kako vo pret-
hodnata zadaqa, se parovite broevi (m, n) ≡ mn, kade m i n se broevite na
prvoto i vtoroto izvleqeno topqe, soodvetno. Taka, prostorot na elementarni
nastani vo sekoj od navedenite sluqai e

a) Ω = {(m, n) : m, n = 1, 2, . . . , 5}.
b) Ω = {11, 12, 13, 14, 15, 22, 23, 24, 25, 33, 34, 35, 44, 45, 55}.
v) Ω = {12, 13, 14, 15, 21, 23, 24, 25, 31, 32, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 51, 52, 53, 54}.
g) Ω = {12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45}.

1.1.4. Da se opredeli prostorot od elementarni nastani ako eksper-
imentot se sosotoi vo frlaǌe na pariqka
a) se dodeka ne se pojavi ”pismo”;
b) se dodeka dva pati posledovatelno ne se pojavi ”pismo”.

Rexenie. Soglasno oznakite vovedeni vo rexenieto na zadaqa 1.1.1(b), dobi-
vame deka

a) prostorot na elementarni nastani e Ω = {P,GP,GGP,GGGP, . . .} ∪ {ω0},
kade xto ω0 = GGG . . . e elementarniot nastan nikogax da ne se pojavi
pismo;

b) Za pogolema popreglednost definirame mno�estva od elementarni nas-
tani Ai, i = 0, 1, 2, . . . , takvi xto, Ai gi sodr�i elementarnite nas-
tani: se pojavile i pati ”glava” se dodeka dva pati posledovatelno
ne se pojavilo ”pismo”. Odnosno A0 = {PP}, A1 = {GPP,PGPP},
A2 = {GGPP,GPGPP,PGGPP,PGPGPP,PGGPP}, i t.n.. Na toj naqin
dobivame deka Ω =

S∞
i=0 Ai ∪ {GGG . . .}.

1.1.5. Eden strelec gaǵa vo meta se dodeka ne ja pogodi dva pati ili
ne ja promaxi tri pati posledovatelno. Da se opredeli:
a) prostorot od elementarni nastani;
b) nastanot A: strelecot da pogodi pri poslednoto gaǵaǌe;
v) nastanot B: strelecot da promaxi pri vtoroto gaǵaǌe;
g) nastanot C: strelecot da promaxi toqno dva pati;
d) unijata na nastanite B i C.
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Rexenie. Elementarnite nastani vo ovoj sluqaj se ”strelecot ja pogodil
metata” i ”strelecot ja promaxil metata”, za xto ḱe koristime oznaki 1 i 0,
soodvetno. Na toj naqin

a) Ω = {000, 1000, 0100, 0010, 11, 011, 101, 0011, 0101, 1001};
b) A = {11, 011, 101, 0011, 0101, 1001};
v) B = {000, 1000, 0010, 101, 0011, 1001};
g) C = {0011, 0101, 1001}; i
d) B ∪ C = {000, 1000, 0010, 101, 0011, 1001, 0101}.

Dopolnitelni zadaqi

1.1.6. Eksperimentot se sostoi vo tri frlaǌa na pariqka. Da se
opredeli:
a) prostorot od elementarni nastani;
b) nastanot A: da se pojavi barem dva pati ”pismo”;
v) nastanot B: da se pojavat pomalku od dve ”pisma”;
g) presekot na nastanite A i B (kakvi se tie nastani).

1.1.7. Da se opixe eksperimentot na koj odgovara sledniot prostor
od elementarni nastani

Ω = {GGG, GGP, GPG, GPP, PGG, PGP, PPG, PPP}
(vidi zadaqa 1.1.6). Da se opixat slednite sluqajni nastani:
a) A = {GGG, GGP, GPG, GPP};
b) B = {GGG, PPP};
v) C = {GGP, GPG, PGG};
g) D = {GGP, GPG, GPP, PGG, PGP, PPG, PPP}.

1.1.8. Od standarden xpil od 52 karti se vleqat tri. Da se opredeli:
a) prostorot od elementarni nastani;
b) nastanot A: dve od izvleqenite karti se crni, a tretata ne e

pogolema od 5;
v) sprotivniot nastan na nastanot A.

1.1.9. Da se opredeli prostorot od elementarni nastani pri sluqaen
izbor na realen broj pomeǵu dva dadeni realni broevi a i b.
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1.1.10. Eden dobavuvaq prima dve nezavisni naraqki vo vremenskiot
interval [a, b]. Da se opredeli soodvetniot prostor od elementarni
nastani.

1.1.11. Da se opredeli prostorot od elementarni nastani pri sled-
nite eksperimenti:
a) student od xest praxaǌa na ispit dobiva tri;

b) student na pet praxaǌa odgovara so toqno (>) i netoqno (⊥);
v) od zborot KNIGA sluqajno se biraat tri razliqni bukvi.

1.1.12. Da se opredeli prostorot od elementarni nastani za eksper-
imentot koj se sostoi od frlaǌe na homogena kocka se dodeka zbirot
na registriranite broevi ne bide pogolem od tri.

1.1.13. Vo edna kutija ima po edno crveno, cino, belo i �olto topqe.
Da se opredeli prostorot od elementarni nastani xto se dobiva koga
od kutijata se izvlekuva po edno topqe, bez potoa toa da se vrati vo
kutijata, se do pojavata na �olto topqe.

1.2 KLASIQNA DEFINICIJA NA VEROJATNOST

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

1.2.1. Da se opredeli verojatnosta deka pri fraǌe na dve homogeni
kocki:
a) na obete ḱe se pojavi ist broj;

b) ḱe se pojavat broevite 4 i 6;

v) ḱe se pojavi zbir 9;

g) ḱe se pojavi zbir 8 ili 10;

d) posle toqno dve frlaǌa ḱe se pojavi brojot 6.
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Rexenie. Prostorot na elementarni nastani za ovoj eksperiment e daden vo
rexenieto na zadaqa 1.1.2(a). Sekoj od elementarnite nastani ima podednakva
verojatnost za realizacija i zatoa dobivame:

a) mno�estvoto na povolni nastani e A1 = {11, 22, 33, 44, 55, 66}, a baranata
verojatnost iznesuva k(A1)

k(Ω)
= 6

36
= 1

6
;

b) mno�estvoto na povolni nastani e A2 = {46, 64}, a baranata verojatnost
iznesuva k(A2)

k(Ω)
= 2

36
= 1

18
;

v) mno�estvoto na povolni nastani e A3 = {36, 45, 54, 63}, a baranata vero-
jatnost iznesuva k(A3)

k(Ω)
= 4

36
= 1

9
;

g) mno�estvoto na povolni nastani e A4 = {26, 35, 44, 53, 62, 46, 55, 64}, a
baranata verojatnost iznesuva k(A4)

k(Ω)
= 8

36
= 2

9
; i

d) mno�estvoto na povolni nastani e A5 = {16, 26, 36, 46, 56}, a baranata
verojatnost iznesuva k(A5)

k(Ω)
= 5

36
.

1.2.2. Vo edna familija ima dve deca.

a) Ako ednoto od niv e maxko, da se opredeli verojatnosta deka
drugoto dete e �ensko.

b) Ako postaroto dete e maxko, da se opredeli verojatnosta deka
pomladoto e �ensko.

Rexenie. Neka so M i � gi oznaqime sluqaite koga deteto e maxko, odnosno
�ensko. Togax vo obata sluqai prostorot od elementarni nastani e Ω =
{��,M�,�M,MM}, a mno�estvoto od povolni nastani za delot pod (a) e
A1 = {M�,�M,MM} i za delot pod (b) e A2 = {�M,MM}. Zatoa baranite
verojatnosti se a) k(A1)

k(Ω)
= 3

4
i b) k(A2)

k(Ω)
= 1

2
.

1.2.3. Vo eden kviz natprevaruvaqot treba da odbere edna od tri
vrati. Zad edna od vratite ima avtomobil, a zad drugite dve ve-
losiped. Natprevaruvaqot ja odbira prvata vrata a voditelot, koj
znae zad koja vrata e avtomobilot, otvara edna od preostanatite dve
vrati zad koja ima velosiped i mu nudi na natprevaruvaqot mo�nost
da go promeni izborot. Da se opredeli verojatnosta natprevaruvaqot
da go dobie avtomobilot ako

a) toj ostane na poqetniot izbor;

b) toj ja iskoristi mo�nosta da go promeni poqetniot izbor.

Rexenie. Neka so A i V gi oznaqime sluqaite koga zad edna vrata ima avto-
mobil, odnosno velosiped.
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a) Prostorot od elementarni nastani e Ω = {AVV,VAV,VVA}, a mno�-
estvoto od povolni nastani e A1 = {AVV}. Ovde, na primer, VAV, ozna-
quva deka avtomobilot e zad vtorata vrata, a deka zad prvata i tretata
ima velosiped. Zatoa, baranata verojatnost izesuva k(A1)

k(Ω)
= 1

3
.

b) Ako natprevaruvaqot ja iskoristi moxnosta za promena na izborot, toj
vsuxnost ja koristi informacijata xto ja dobiva od voditelot deka zad
otvorenata vrata nema avtomobil. Zatoa sega imame situacija so dve
zatvoreni vrati i zad ednata od niv ima avtomobil. Togax prostorot
od elementarni nastani e Ω = {AV,VA}, mno�estvoto od povolni nastani
e A2 = {VA} i baranata verojatnost e k(A2)

k(Ω)
= 1

2
. Znaqi natprevaruvaqot

treba da ja iskoristi mo�nosta za promena na izborot.

1.2.4. Dvajca studenti se uspivaat i kasnat na ispit. Utredenta go
zamoluvaat profesorot da im ovozmo�i dopolnitelen termin za po-
lagaǌe so obrazlo�enie deka ne stasale na vreme bidejḱi im se dup-
nala gumata na avtomobilot. Profesorot im izlegol vo presret, gi
smestil da polagaat vo isto vreme, vo dve razliqni prostorii i im
dal dve praxaǌa. Prvoto bilo mnogu ednostavno i noselo 5 poeni,
a vtroto noselo 95 poeni i glaselo ”Koja guma se dupna na avtomo-
bilot?”. Za da plo�at potrebno e dvajcata da dadat ist odgovor na
vtoroto paxaǌe. Kolkava e verojatnosta deka studentite ḱe polo�at
ako prethodno ne bile dogovoreni za odgovorot na vtoroto praxaǌe.

Rexenie. Da gi oznaqime trkalata na avtomobilot so broevite 1, 2, 3 i 4.
Togax prostorot od elementarni nastani se sostoi od site parovi (m, n) ≡ mn,
m, n = 1, 2, 3, 4, kade prvata brojka go oznaquva odgovorot na prviot student, a
vtorata na vtoriot. Vkupniot broj na elementarni nastani e 42 = 24. Povolni
nastani se site pri koi dvajcata studenti davaat is odgovor. Toa se nastanite
(1, 1), (2, 2), (3, 3) i (4, 4), vkupno 4. Zatoa baranata verojatnost e 4

24
= 1

4
.

1.2.5. Od xpil so 52 karti e izvleqena edna, a potoa uxte edna karta.
Da se opredeli verojatnosta deka vo obata sluqai e izvleqena desetka
ako:
a) po prvoto izvlekuvaǌe kartata e vratena vo xpilot;
b) po prvoto izvlekuvaǌe kartata ne e vratena vo xpilot.

Rexenie.
a) Xtom kartata po prvoto izvlekuvaǌe se vraḱa vo xpilot togax pri dvete

izvlekuvaǌa imame mo�nost da izbereme edna od 52 karti, pa zatoa n =
522. Sliqno, brojot na povolni mo�nosti za izbor pri obete izvlekuvaǌa
e 4 i m = 42. Sleduva P = m

n
= 1

169
.
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b) Vo ovoj sluqaj kartata po prvoto izvlekuvaǌe ne se vraḱa vo xpilot
i zatoa pri prvoto izvlekuvaǌe imame mo�nost da izbereme 1 od 52
karti, a pri vtoroto 1 od 51 karta. Od toa sleduva deka brojot na
elementi na prostorot od elementarni nastani e n = 52 · 51. Brojot na
povolni mo�nosti za izbor pri prvoto izvlekuvaǌa e 4, a pri vtoroto
3, bidejḱi edna desetka veḱe e izvleqena. Zaradi toa m = 4 ·3 i baranata
verojatnost e P = m

n
= 1

221
.

1.2.6. Od xpil so 52 karti se izvlekuvaat 20, pri xto sekoja izvle-
qena karta se vraḱa vo xpilot. Da se opredeli verojatnosta deka se
izvleqeni po pet karti od sekoja od qetirite boi.

Rexenie. Pri sekoe izvlekuvaǌe na karta od xpilot imame 52 mo�nosti
bidejḱi izvleqenata karta se vraḱa nazad. Zatoa vkupniot broj na mo�nosti
(elementarni nastani) e n = 5220. Ponatamu, bidejḱi vo xpilot ima po 13
karti od sekoja boja, 4 karti od 13 mo�at da se izberat na C4

13 = 715 naqini.
Otkako se opredeleni po 5 karti od sekoja boja (vkupno 20) tie mo�at da
se razmestat na P20 = 20! naqini. Zaradi toa brojot na povolni nastani e
m = C4

13 · C4
13 · C4

13 · C4
13 · P20 i baranata verojatnost iznesuva m

n
≈ 0.00003.

1.2.7. Neka mno�estvoto S se sostoi od site xestcifreni broevi qii
cifri se 1, 1, 2, 2, 3, 3. Od toa mno�estvo eden po drug se izbiraat
dva xestcifreni broja. Da se opredeli verojatnosta na nastanite

A: dvata broevi ḱe zapoqnuvaat so 11;
B: barem eden od broevite ḱe zapoqnuva so 123.

Pri toa oddelno da se razgledaat sluqaite koga brojot koj prv se bira
se vraḱa ili ne se vraḱa vo mno�estvoto S.

Rexenie. Mno�estvoto S ima P2,2,2(6) = 6!
2!2!2!

elementi. Od niv so 11 zapoc-
hnuvaat P2,2(4) = 4!

2!2!
broevi, a so 123 zapoqnuvaat P3 = 3! broevi. Ako brojot

koj prv se bira se vraḱa vo S togax:

P (A) =

`
4!

2!2!

´2
`

6!
2!2!2!

´2 =
1

225
= 0.00(4)

i

P (B) =
(3!)2 + 2 · 3! · ` 6!

2!2!2!
− 3!

´
`

6!
2!2!2!

´2 =
29

225
= 0.12(8).

Ako brojot koj prv se bira ne se vraḱa vo S togax:

P (A) =
4!

2!2!

`
4!

2!2!
− 1
´

6!
2!2!2!

`
6!

2!2!2!
− 1
´ =

1

267
≈ 0.00375
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i

P (B) =
3!(3!− 1) + 2 · 3! · ` 6!

2!2!2!
− 3!

´
6!

2!2!2!

`
6!

2!2!2!
− 1
´ =

173

1335
≈ 0.12959.

1.2.8. Vo edna serija od 100 proizvodi ima 10 neispravni. Za kontro-
la na kvalitetot se biraat 15 proizvodi i se proveruvaat. Kolkava e
verojatnosta deka meǵu izbranite proizvodi ima
a) toqno eden neispraven;
b) barem dva neispravni.

Rexenie. Od 100 proizvodi birame 15 i zatoa vkupniot broj na elementarni
nastani iznesuva n = C15

100.

a) Brojot na povolni nastani se dobiva koga ḱe se soberat site kombinacii
xto sodr�at 1 neispraven (od 10 mo�ni) i 14 ispravni (od 90 mo�ni)
proizvodi. Taka se dobiva deka m = C1

10 · C14
90 i baranata verojatnost

iznesuva m
n
≈ 0.35678.

b) Prvo ḱe ja opredelime verojatnosta na sprotivniot nastan: meǵu izbran-
ite proizvodi ima nula ili eden neispraven. Brojot na povolni nastani,
na sliqen naqin kako kaj delot (a), se dobiva deka e m = C0

10·C15
90+C1

10·C14
90 .

Zatoa verojatnosta na sprotivniot nastan iznesuva m
n
≈ 0.53755, a vero-

jatnosta xto se bara 1− m
n
≈ 0.46245.

1.2.9. Na kru�na masa po proizvolen redosled sedat k ≥ 3 luǵe meǵu
koi ima samo dvajca koi se poznavaat od prethodno. Da se opredeli
verojatnosta deka tie sedat eden do drug.

Rexenie. 1.naqin. Vkupniot broj na elementarni nastani, t.e., vkupniot broj
na koj k luǵe mo�at da sednat na kru�na masa iznesuva n = (k − 1)!. Za poed-
nostavuvaǌe, objasnuvaǌeto ḱe go dademe za sluqajot k = 4. Vo edna redica,
na pravoagolna masa, 4 luǵe mo�at da sednat na P4 = 4! naqini. Ako luǵeto
gi oznaqime so broevite 1, 2, 3 i 4, togax, na slednite qetiri redosledi na
sednuvaǌe na pravoagolna masa 1234, 2341, 3412, 4123, odgovara eden edin-
stven redosled na sednuvaǌe na kru�na masa, i toa e redosledot 1234. Znaqi,
ima 4 pati pomalku redosledi na sednuvaǌe na 4 luǵe na kru�na vo odnos na
pravoagolna masa i toj broj iznesuva 4!

4
= (4− 1)! = 3!.

Vo vrska so brojot na povolni nastani ja imame slednata analiza. Ako
dvajcata xto kaj povolnite nastani treba da sedat eden do drug za moment gi
trgneme na strana, togax preostanatite k − 2 luǵe mo�e da sednat na kru�na
masa na (k − 3)! razliqni naqini. Ako odbereme bilo koj od tie redosledi
na sednuvaǌe togax poznanicite mo�e da gi smestime na k − 2 mesta, pomeǵu



12 Glava 1. SLUQAJNI NASTANI

bilo koi dvajca od veḱe sednatite. Na krajot poznanicite mo�e da si gi
smenat mestata na sedeǌe, pa sekoj od dosegaxnite redosledi na sednuvaǌe
generira uxte eden nov redosled. Zatoa brojot na povolni nastani e m =
(k − 3)! · (k − 2) · 2 = 2(k − 2)!.

Znaqi, baranata verojatnost e m
n

= 2
k−1

.
2.naqin. Neka edniot od poznanicite, da go oznaqime so A, za moment go

trgneme na strana, a ostanatite k − 1 luǵe sednat na kru�nata masa na pro-
izvolen naqin. Liceto A mo�e da sedne pomeǵu bilo koi od veḱe sednatite
luǵe, na vkupno n = k − 1 mesto. Povolni ḱe bidat nastanite koga liceto A
ḱe sedne levo ili desno od negoviot poznanik, znaqi na vkupno m = 2 mesta.
Zatoa baranata verojatnost e m

n
= 2

k−1
.

1.2.10. Na eden seminar so k ≥ 5 uqesnici ruqekot e vo restoran so
kru�ni masi. Da se opredeli verojatnosta deka bilo koi dvajca od
uqesnicite nema da sedat eden do drug na dva posledovatelni ruqeci.

Rexenie. Do sekoj uqesnik na seminarot mo�e da sedne bilo koj od preosta-
natite k− 1 uqesnici na vkupno V 2

k−1 naqini. Za negovi sosedi na masata ima
k − 3 kandidati bidejḱi gi ostavame na strana dvajcata koi sedele do nego na
prethodniot ruqek. Tie k − 3 kandidati mo�e da gi rasporedime na vkupno
V 2

k−3 naqini. Od proizvolnosta na uqesnikot za koj ja sprovedovme analizata

sleduva deka baranata verojatnost e
V 2

k−3
V 2

k−1
= 1

(k−2)(k−1)
.

1.2.11. Eden serviser na avtomobili koj koristi filteri za maslo
od dva razliqni proizvoditeli vo eden moment vo magacinot ima po
s = 20 filtri od obata proizvoditeli. Pri sekoja promena na filter
toj na sluqaen naqin bira edna filter i go montira. Da se opre-
deli verojatnosta deka vo momentot koga ḱe se potroxat filtrite od
prviot proizvoditel, vo magacinot ḱe ostanat k = 5 filteri od vto-
riot proizvoditel.

Rexenie. Na poqetokot vo magacinot ima vkupno 2s = 40 filteri. Do mo-
mentot koga se potroxeni site filteri od prviot proizvoditel, a ostanale
k = 5 filteri od vtoriot moxeme da zakluquvame deka bile potroxeni vkupno
2s− k = 35 filteri od magacinot. Izborot na potroxenite filteri mo�e da
bide napraven na vkupno n = C2s−k

2s = C35
40 = 658008 naqini. Ponatamu, bile

potroxeni s − k = 15, od vkupno s = 20, filteri od vtoriot proizvoditel.
Nivniot izbor mo�e da se napravi na m = Cs−k

s = C15
20 = 15504 naqini. Zatoa,

baranata verojatnost e m
n

= 15504
658008

≈ 0.023562.

1.2.12. (problem na Xevalje de Mer) Pri frlaǌe na tri kocki xto e
poverojatno: da se dobie zbir 11 ili 12?
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Rexenie. Prostorot od elementarni nastani se sostoi od site trojki (a, b, c),

a, b, c = 1, 2, . . . 6, i zatoa n = V
3
6 = 63 = 216. Zbir 11 od trite kocki mo�e da

se dobie na slednite naqini: 1 + 5 + 5, 1 + 4 + 6, 2 + 3 + 6, 2 + 4 + 5, 3 + 3 + 5
i 3 + 4 + 4. No, bidejḱi e va�en redosledot na sobirocite (broevite koi se
pojavuvaat na kockite) imame m1 = 27 povolni nastani. Zatoa, verojatnosta
da se dobie zbir 11 e m1

n
= 0.125. Na sliqen naqin se dobiva deka za dobivaǌe

zbir 12 ima m2 = 25 mo�nosti i verojatnosta na toj nastan e m2
n

= 0.11574.

1.2.13. Da se opredeli verojatnosta pk deka pomeǵu k luǵe, k < 365, vo
godina koja ne e prestapna, ima barem dvajca so ist rodenden.

Rexenie. Ḱe go razgledame sprotivniot nastan: pomeǵu k luǵe, k < 365, site
da imaat razliqen rodenden. Vkupniot broj na elementarni nastani se dobiva
koga 365 denovi ḱe se raspredelat na k luǵe so mo�nost za povtoruvaǌe. Toa
znaqi deka n = V

k
365 = 365k. Brojot na povolni elementarni nastani se dobiva

koga 365 denovi ḱe se raspredelat na k luǵe bez mo�nost za povtoruvaǌe,
odnosno m = V k

365 = 365!
(365−k)!

. Znaqi verojatnosta na sprotivniot nastan e m
n

, a
baranata verojatnost e

pk = 1− 365 · 364 · · · · · (365− k + 1)

365k
.

Mo�e da se primeti deka p22 ≈ 0.467 i p23 ≈ 0.507, odnosno, veḱe meǵu 23 luǵe
e poverojatno deka ḱe ima dvajca so ist rodenden, otkolku deka nema da ima.

1.2.14. Stranite na edna kocka se numerirani so broevite 1, 1, 3, 3, 3, 3,
a na druga so broevite 2, 2, 2, 2, 4, 4. Da se opredeli verojatnosta deka
na prvata kocka ḱe se pojavi broj pomal otkolku na vtorata.

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω{12, 14, 32, 34} i nastanite
12, 14, 32, 34 mo�e da se realiziraat na 8, 4, 16, 8 naqini, soodvetno. Zaradi
toa, prirodno e na tie nastani da im pridru�ime verojatnosti 8

36
, 4

36
, 16

36
i

8
36

. Sleduva deka za veorjatnoata na nastanot A, na prvata kocka da se pojavi
broj pomal otkolku na vtorata, se dobiva P (A) = 8

36
+ 4

36
+ 8

36
= 5

9
.

1.2.15. Ako na sluqaen naqin se bira pateka so dol�ina 12 od toqkata
O(0, 0) do toqkata A(5, 7) i ako e dozvoleno dvi�eǌe samo po dol�ina
na otseqkite koi gi spojuvaat temiǌata so celobrojni koordinati i
se paralelni so koordinatnite oski, da se opredeli verojatnosta deka
patekata ḱe pomine niz toqkata B(3, 3).

Rexenie. Na slikata e dadena edna od mo�nite pateki od toqkata O do
toqkata A. Od uslovot patekata da bide so dol�ina 12, xto e ednakvo na zbirot
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na koordinatite na toqkata A, zakluquvame deka od sekoja toqka so celobrojni
koordinati morame da se dvi�ime nadesno ili nagore, i sekoja izbrana pateka
od O do A ima 5 ediniqni horizontalni dol�ini i 7 ediniqni vertikalni
dol�ini. Zatoa vkupniot broj na mo�ni pateki od O do A e n = C7

12 = C5
12.

Brojot na pateki koi proaǵaat niz toqkata B go opredeluvame kako proizvod
na brojot na pateki od O do B i od B do A, i iznesuva m = C3

6 · C2
6 . Znaqi

baranata verojatnost e m
n

= 25
66

= 0.3(78).

Dopolnitelni zadaqi

1.2.16. Homogena kocka se frla dva pati. Da se opredeli verojatnosta
deka:
a) pri vtoroto frlaǌe ḱe se pojavi paren broj;
b) pri obete frlaǌa ḱe se pojavi paren broj;
v) pri prvoto frlaǌe ḱe se pojavi neparen broj ili brojot 6, a pri

vtoroto frlaǌe ḱe se pojavi brojot 3 ili 5.
g) pri prvoto frlaǌe ḱe se pojavi pomal broj otkolku pri vtoroto.

1.2.17. Pariqka se frla qetiri pati. Da se opredeli verojatnosta
deka:
a) grb ḱe se pojavi poveḱe pati od pismo;
b) pismo ḱe se pojavi toqno dva pati;
v) pismo ḱe se pojavi poveḱe od dva pati;
g) pismo ḱe se pojavi paren broj pati;
d) pri site qetiri frlaǌa ḱe se dobie ist rezultat.

1.2.18. Vo igrata Loto, kade se izvlekuvaat 6 od 39 broevi, da se
opredeli verojatnosta deka:
a) brojot 23 ḱe bide prviot izvleqen broj;
b) brojot 23 ḱe bide vo ”dobitnata” kombinacija;
v) brojot 23 e prv vo ”dobitnata” kombinacija.
g) site broevi vo ”dobitnata” kombinacija se parni.

1.2.19. Homogena kocka se frla dva pati. Da se opredeli verojatnosta
deka zbirot na broevite koi ḱe se pojavat e
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a) toqno pet;
b) pomal od pet.

1.2.20. Na eden konkurs prijaveni se n kandidati. Komisija od tri
qlena e zadol�ena za vrabotuvaǌeto. Vo prvata faza od priemot sekoj
clen na komisijata oddelno gi intervjuira kandidatite i gi rangira
od 1 do n. Kandidatot ja pominuva prvata faza ako e na prvo mesto
kaj barem dvajca qlenovi na komisijata. Da se opredli verojatnosta
deka barem eden kandidat ḱe ja pomine prvata faza ako qlenovite na
komisijata ne se vo sostojba da izvrxat procenka na kandidatite i
rangiraǌeto go vrxat po sluqaen pat.

1.2.21. Da se opredli verojatnosta deka vo xpil od 52 karti nema dve
desetki edna do druga.

1.2.22. Eden simfoniski orkestar na svojot repertoar ima 30 dela na
Hajden, 15 dela na sovremeni avtori i 9 dela na Betoven. Programata
na orkestarot se sostoi od tri dela. Da se opredli verojatnosta deka
vo programata:
a) prvoto delo ḱe bide na Hajden, vtoroto od sevremen avtor, a

tretoto od Betoven;
b) prvite dve dela ḱe bidat na Betoven , a tretoto na Hajden;
v) ḱe ima dve dela od sovremeni avtori i edno od klasici.

1.2.23. Vo eden grad registerskite broevi na avtomobilite se sos-
tojat od eden tricifren broj prosleden so dve bukvi od abecedata.
Da se opredeli verojatnosta deka sluqajno izbran avtomobil ḱe ima
registerski broj kaj koj xto:
a) site znaci se razliqni;
b) trite cifri se isti, a bukvite se razliqni.

1.2.24. Da se opredeli verojatnosta deka kaj proizvolno izbran xest-
cifren telefonski broj
a) site xest cifri ḱe bidat razliqni;
b) ḱe zavrxuva na 297.
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1.2.25. Homogena kocka se frla xest pati. Da se opredeli verojat-
nosta deka kaj site kocki ḱe se pojavi razliqen broj.

1.2.26. (paradoks na Xevalje de Mer) Da se poka�e deka verojatnosta
za pojavuvaǌe na barem edna edinica pri istovremeno frlaǌe na qe-
tiri kocki e pogolema od verojatnosta za pojavuvaǌe na barem dve
ednici pri istovremeno frlaǌe na qetiri kocki.

1.2.27. Od xpil so 52 karti se delat po deset karti na tri igraqi.
Da se opredeli verojatnosta deka prviot i vtoriot igraq ḱe dobijat
po dve karti srce, a tretiot tri karti srce.

1.2.28. Eden avtobus vozi relacija na koja zastanuva na sedum stanici.
Vo avtobusot vleguvaat qetiri patnici. Da se opredeli verojatnosta
deka:

a) site patnici ḱe izlezat od vozot na prvata stanica;

b) nitu eden patnik nema da izleze od vozot pred vtorata stanica;

v) site patnici ḱe izlezat od vozot na razliqni stanici;

g) barem eden patnik ḱe izleze od vozot na vtorata stanica.

1.2.29. (problem od prepiskata na B. Paskal i P. Ferma zapoqnata
1654 godina) Igraqite A i B igraat niza partii od nekoja igra. Vo
sekoja partija pobeduva eden od igraqite, t.e., nema nerexeni par-
tii. Za pobeda vo sekoja partija se dobiva eden poen, a za poraz nula.
Meqot zavrxuva koga eden od igraqite ḱe sobere xest poeni. Na po-
qetokot na meqot sekoj od igraqite vlo�il podednakva suma pari. Da
pretpostavime deka meqot e prekinat pri rezultat 4 : 3 za igraqot A.
Ako igraqite A i B se vo celost ramnopravni vo igrata (igraat pod-
ednakvo dobro), vo koj odnos treba da se podeli vlogot za podelbata
da bide pravedna.

1.2.30. Vo eden sad se naoǵaat 2n crveni i 2n sini topqiǌa. Da se
opredeli verojatnosta deka pri sluqaen izbor na 2n topqiǌa ḱe se
dobijat n crveni i n sini topqiǌa.
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1.3 GEOMETRISKA VEROJATNOST

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

1.3.1. Vo segmentot [0, 1] od realnata prava sluqajno se izbira eden
realen broj. Da se opredeli verojatnosta deka:
a) ḱe bide izbran brojot 0.5;
b) ḱe bide izbran broj poblisku do brojot 0.5 otkolku do brojot 0;
v) ḱe bide izbran broj poblisku do brojot 0.25 otkolku do 0.75;
g) ḱe bide izbran broj na rastojanie pomalo od a, a ∈ [0, 0.5], od

brojot 0.5;
d) prvata cifra po decimalnata zapirka ḱe bide ednakva na 2;
ǵ) site tri cifri po decimalnata zapirka ḱe bidat ednakvi na 2;
e) site tri cifri po decimalnata zapirka ḱe bidat neparni.

Rexenie. Elementaren nastan od ovoj eksperiment e realen broj x ∈ [0, 1], a
prostorot na elementarni nastani se sostoi od site realni broevi od segmen-
tot [0, 1], t.e., Ω = [0, 1].

a) Za ovoj sluqaj mno�estvoto na povolni nastani e A1 = {0.5}, pa baranata
verojatnost e P (A1) = m(A1)

m(Ω)
= 0

1
= 0.

b) Povolni nastani se realnite broevi x ∈ [0, 1] za koi va�i |x − 0.5| < x.
Rexavajḱi ja poslednata neravenka dobivame x > 0.25, pa mno�estvoto
na povolni nastani e A2 = (0.25, 1]. Zatoa P (A2) = m(A2)

m(Ω)
= 1−0.25

1
= 0.75.

v) Sliqno kako vo delot (b) dobivame deka mno�estvoto na povolni nastani
e A3 = {x ∈ [0, 1] : |x− 0.25| < |x− 0.75|} = [0, 0.5) i P (A3) = 0.5.

g) Baranata verojatnost e 2a. Proveri.
d) Brojot x ∈ [0, 1] ima prva cifra po decimalnata zapirka ednakva na 2, ako

i samo ako x ∈ [0.2, 0.3). Sleduva deka baranata verojatnost e 0.3−0.2
1

= 0.1.

ǵ) Baranata verojatnost e 0.001. Proveri.

e) Postojat pet neparni ednocifreni broevi, pa so toa i V
3
5 = 53 = 125

trocifreni broevi sostaveni od neparni cifri. Verojatnosta sekoj od
tie trocifreni broevi da se pojavi kaj prvite tri decimali na brojot
x ∈ [0, 1], spored delot pod (ǵ) e 0.001. Zatoa odgovorot e 125 · 0.001 =
0.125.
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1.3.2. Po avtopat se dvi�i kolona avtomobili so brzina u. Dol�i-
nata na sekoj avtomobil e a, xirinata e b, a rastojanieto pomeǵu dva
sosedni avtomobili e d. Na avtopatot stapnuva �elka koja se dvi�i
so brzina v normalno na pravecot na dvi�eǌe na avtomobilite. Da
se opredeli verojatnosta deka �elkata nepovredena ḱe stigne do spro-
tivnata strana na avtopatot.

Rexenie. Neka so x go oznaqime rastojanieto na �elkata do prviot avtomo-
bil koj doaǵa nakaj nea vo momentot koga taa stapnuva na avtopatot. To-
gax 0 ≤ x ≤ a + d, pa prostorot na elmentarni nastani e Ω = [0, a + d].
�elkata ḱe ostane nepovredena ako vo momentot koga stapnuva na avtopa-
tot pred nea nema avtomobil, t.e., ako x < d, i ako do sledniot avtomobil
koj doaǵa nakaj nea ima dovolno rastojanie za taa da pomina na sprotivnata
strana, t.e., ako b

v
u < x. Znaqi mno�estvoto od povolni elementarni nastani

e A =
˘
x ∈ Ω : b

v
u < x < d

¯
. Sleduva deka P (A) = m(A)

m(Ω)
=

d− b
v

u

a+d
= dv−bu

v(a+d)
.

1.3.3. Vo segmentot [0, 1] od realnata prava sluqajno se izbiraat dva
realni broevi. Da se opredeli verojatnosta deka:
a) prvata cifra po decimalnata zapirka ḱe bide ednakva kaj dvata

broevi;
b) prvata cifra po decimalnata zapirka kaj prviot broj e pomala

od prvata cifra po decimalnata zapirka kaj vtoriot broj.

Rexenie. Neka izbranite broevi gi oznaqime so x i y. Togax prostorot
od elementarni nastani se sostoi od toqkite od kvadratot so temiǌa A(0, 0),
B(1, 0), C(1, 1) i D(0, 1), t.e., Ω = [0, 1]× [0, 1] ≡ {(x, y) : x, y ∈ [0, 1]}.

a) Prvata cifra po decimalnata zapirka ḱe bide ednakva kaj broevite x i y
ako i samo ako toqkata T (x, y) pripaǵa na zatemnetata oblast na crte� 2,
t.e., ako (x, y) ∈ A = [0, 0.1)×[0, 0.1)∪[0.1, 0.2)×[0.1, 0.2)∪· · ·∪[0.9, 1)×[0.9, 1).

Na toj naqin dobivame P (A) = m(A)
m(Ω)

= 10·0.12

12 = 0.1.

b) Broevite x i y go zadovoluvaat uslovot koj e ovde postaven ako i samo
ako toqkata T (x, y) pripaǵa na zatemnetata oblast na crte� 3. Zatoa
baranata verojatnost e (1+2+···+9)0.12

12 = 0.45.

1.3.4. Proizvolno se izbrani dva pozitivni broevi pomali od 2. Da
se opredeli verojatnosta deka
a) zbirot ḱe bide pomal od 1, a proizvodot pomal od 2/9;
b) proizvodot ḱe bide pomal od 1, a koliqnikot pomal od 2.

Rexenie. Neka izbranite broevi gi oznaqime so x i y. Togax prostorot od
elementarni nastani e Ω = [0, 2]× [0, 2] i m(Ω) = 22 = 4.
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a) Mno�estvoto od povolni nastani e A1 = {(x, y) ∈ Ω : x + y < 1, xy < 2/9},
t.e., toa se sosotoi od toqkite od zatemnetata oblast na crte� 4. Taa se
dobiva na toj naqin xto prvo se crtaat graficite na: x+y = 1 i xy = 2/9,
a potoa se proveruva koja od oblastite dobieni so krivite se sostoi od
toqki koi gi zadovoluvaat obete neravenstva. Od crte�ot mo�e da se
zakluqi deka ploxtinata na zatemnetiot del e m(A1) =

R 1/3

0
(1 − x)dx +R 2/3

1/3
2
9x

dx +
R 1

2/3
(1 − x)dx = 12

2
− R 2/3

1/3

`
1− x− 2

9x

´
dx = 1

3
+ 2

9
ln 2. Znaqi

baranata verojatnost e P (A1) = m(A1)
m(Ω)

= 1
12

+ 1
18

ln 2 ≈ 0.12184.
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crte� 5.

b) Sliqno kako vo delot (a), za mno�estvotot od povolni nastani dobivame

A2 = {(x, y) : xy < 1, x/y < 2} i m(A2) =
R 1/2

0
(2−x/2)dx+

R√2

1/2
(1/x−x/2)dx

(vidi crte� 5). Zatoa P (A2) = 1
8
(1 + 3 ln 2). Proveri.

1.3.5. Od segmentot [−1, 1] sluqajno se biraat dva broja p i q. Da se
opredeli verojatnosta deka kvadratnata ravenka x2 + px+ q = 0 ḱe ima
realni rexenija.
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Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = [−1, 1] × [−1, 1] = {(p, q) :
p, q ∈ [−1, 1]} i m(Ω) = 22 = 4. Dadenata kvadratna ravenka ima realni rex-
enija ako i samo ako p2−4q ≥ 0, pa zatoa mno�estvoto od povolni elementarni
nastani e A = {(p, q) ∈ Ω : p2 − 4q ≥ 0}, t.e., zatemnetata oblast na crte� 6. Za
nea imame m(A) =

R 1

−1
p2

4
dp = 1

6
od kade sleduva deka P (A) = m(A)

m(Ω)
= 1

24
.
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1.3.6. Eden gledaq znae deka negovata omilena emisija trae 30 minuti
i deka zapoqnuva i zavrxuva pomeǵu 20 i 21 qasot. Toj vo proizvolen
moment pomeǵu 20 i 21 qasot sednuva pred televizorot i ja sledi
programata kontinuirano 10 minuti. Kolkava e verojatnosta deka
gledaqot ḱe vidi barem eden kadar od emisijata.

Rexenie. Neka gledaqot sednal pred televizorot vo 20 qasot i x minuti, a
emisijata zapoqnala vo 20 qasot i y minuti. Ako emisijata zapoqnala pred
toj da sedne pred televizorot togax uslovot toj da vidi barem eden kadar e
0 < x − y ≤ 30. Od druga strana, ako emisijata zapoqnala otkako gledaqot
sednal pred televizorot togax soodvetniot uslovot e 0 ≤ y − x ≤ 10. (Zaedno
toa mo�e da se zapixe so 10 ≤ |x−y| ≤ 30.) Od ovde sleduva deka prostorot od
elementarni nastani e Ω = [0, 60]× [0, 60] = {(x, y) : x, y ∈ [0, 60]} i m(Ω) = 602 =
3600, a mno�estvoto od povolni elementarni nastani e A = {(x, y) ∈ Ω : x− y ≤
30, y− x ≤ 10}. Na crte�ot 7 toa e zatemnetata oblast i nejzinata ploxtina e
m(A) = 602 − 502

2
− 302

2
= 1900. Zatoa P (A) = 19

36
.

1.3.7. Otseqka so dol�ina a podelena e na tri dela. Da se opre-
deli verojatnosta deka od dobienite delovi mo�e da se konstruira
triagolnik.

Rexenie. Neka dol�inite na dva od trite dela gi oznaqime so x i y. Togax
prostorot od elementarni nastani e Ω = {(x, y) : x > 0, y > 0, x + y < a},
t.e., Ω se sosoti od toqkite vo pravoagolniot triagolnik so temiǌa O(0, 0),
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A(a, 0) i B(0, a). Zatoa m(Ω) = a2/2. Mno�estvoto A sostaveno od povolnite
elementarni nastani ḱe go opredelime koristejḱi ja teoremata: zbirot na bilo
koi dve strani na triagolnikot e pogolem od tretata strana. Od ovde:

• x + y > a− x− y ⇒ x + y > a/2;

• x + a− x− y > y ⇒ y < a/2;

• y + a− x− y > x ⇒ x < a/2;
x

y

x

y

crte� 8.

odnosno A = {(x, y) ∈ Ω : x + y > a/2, y < a/2, x < a/2}. Spored crte� 8, kade
mno�estvoto A e zatemnetiot del, sleduva deka m(A) = a2/8. Na toj naqin
dobivame deka P (A) = m(A)

m(Ω)
= 1

4
.

1.3.8. Na sluqaen naqin se izbira tetiva vo kru�nica so radius 1.
Da se opredeli verojatnosta deka rastojanieto od centarot na kru�-
nicata do tetivata ne e pogolemo od 1/2. (ova e paradoksot na J.L.F.
Bertrand, 1822-1900)

Rexenie. Ovaa zadaqa ḱe ilustrira deka formulacijata ”na sluqaen naqin
se izbira...” ne e dovolno precizena (iako na prv pogled izgleda deka ne e
taka) i so razliqno nejzino tolkuvaǌe se dobiva razliqen rezultat.

a) Neka e O centar na kru�nicata so radius 1,
MN dijametar na kru�nicata, a P i Q sredini
na otseqkite OM i ON, soodvetno. Pod ”slu-
qaen izbor” na tetiva vo, ovoj sluqaj, podrazbi-
rame izbor na tetiva AB koja e normalna na di-
jametarot MN. Rastojanieto od toqkata O do
tetivata AB ne e pogolemo od 1/2 ako i samo ako
presekot S na tetivata AB i dijametarot MN
pripaǵa na otseqkata PQ, crte� 9. Baranata
verojatnosta ja opredeluvame kako koliqnik na
dol�inata na otseqkata PQ i dol�inata na ot-
seqkata MN i taa iznesuva 1/2.

N

B

A

QP OM

crte� 9.
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b) Pod ”sluqaen izbor” na tetiva podrazbirame
izbor na sredinata S na tetivata vo vnatrex-
nosta na kru�nicata. Centarot na kru�nicata
e na rastojanie pogolemo od 1/2 od sluqajno
izbranata tetiva, ako i samo ako toqkata S e vo
vnatrexnosta na kru�nica so radius 1/2, koja
e koncentriqna na dadenata, crte� 10. Da ja
nareqeme taa kru�nica povolna. Na obete kru�-
nici im odgovaraat soodvetni krugovi. Togax,
verojatnosta koja ne interesira e koliqnik na
ploxtinite na povolniot i dadeniot krug, i iz-
nesuva (1/2)2π : (12π) = 1/4.

B

A

O

crte� 10.

v) Neka toqkite A, B1 i B2 ja delat dadenata
kru�nica na tri ednakvi lakovi, crte� 11. Neka
pretpostavime deka edniot kraj na tetivata e
fiksiran i neka e toa toqkata A. Pod ”sluqaen
izbor” na tetiva podrazbirame izbor na dru-
giot kraj na tetivata. Vo toj sluqaj rastojani-
eto od centarot na kru�nicata do tetivata ne
e podolem od 1/2 ako i samo ako drugiot kraj
na tetivata pripaǵa na ”povolniot lak” B1B2,
koj ne ja sodr�i toqkata A. Togax baranata
verojatnost e koliqnik od dol�inata na ”povol-
niot lak” i celata kru�nica, pa e ednakva na
(2π/3) : (2π) = 1/3.

C

B

À
O

crte� 11.

1.3.9. Edna ramnina e iscrtana so paralelni pravi xto se na rasto-
janie 2a edna od druga. Na ramninata proizvolno se izpuxta igla so
dol�ina 2l, l ≤ a. Da se opredeli verojatnosta deka iglata ḱe preseqe
nekoja od paralelnite pravi. (ova e problemot na G.L. Bufon od 1777
godina koga toj zemajḱi a = l so 10000 frlaǌa na igla utvrdil deka
π ≈ 3, 15)

Rexenie. Da go oznaqime so x agolot xto iglata go zafaḱa so paralelnite
pravi, a so y rastojanieto od dolniot kraj na iglata do prvata od paralel-
nite pravi xto e nad toj kraj. Togax prostorot od elementarni nastani e
Ω = {(x, y) : x ∈ [0, π), y ∈ [0, 2a]} i m(Ω) = 2aπ. Iglata ḱe preseqe edna od para-
lelnite pravi ako i samo ako y ≤ 2l sin x, crte� ??. Znaqi mno�estvoto povolni
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elementarni nastani e A = {(x, y) ∈ Ω : y ≤ 2l sin x} i m(A) =
R π

0
2l sin xdx = 4l,

crte� 9. Sleduva deka P (A) = m(A)
m(Ω)

= 2l
aπ

.

-
crte� 12.

x

y

x

y

crte� 13.

Dopolnitelni zadaqi

1.3.10. Pravoliniski elektriqen provodnik gi povrzuva toqkite A i
B koi se na meǵusebno rastojanie l. Poznato e deka provodnikot e
prekinat. Kolkava e verojatnosta deka prekinot e na rastojanie ne
pogolemo od a od toqkata A?

1.3.11. Na otseqka AB so dol�ina l na sluqaen naqin se izbiraat dve
toqki M1 i M2. Da se opredeli verojatnosta deka:
a) toqkata M1 ḱe bide poblisku do toqkata A otkolku toqkata M2;
b) rastojanieto meǵu toqkite M1 i M2 ḱe bide pomalo od a;
v) toqkata M1 ḱe bide poblisku do toqkata A otkolku toqkata M2;
g) dol�inata na sekoja od dobienite otseqki ḱe bide pomala od a.

1.3.12. Vo segmentot [0, 1] na sluqaen naqin se izbiraat tri broevi.
Da se opredeli verojatnosta deka tretiot izbran broj ḱe bide pomeǵu
prvite dva.

1.3.13. Vo segmentot [0, a + b] na sluqaen naqin se izbiraat n broevi.
Da se opredeli verojatnosta deka toqno k od izbranite broevi se vo
segmentot [0, a].
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1.3.14. Vo kvadratot so temiǌa O(0, 0), A(2, 0), B(1, 1) i C(0, 1) na slu-
qaen naqin se izbira toqka T (x, y). Da se opredeli verojatnosta deka:
a) x− y > 1;
b) y < sin x;
v) toqkata T e vo krugot vpixan vo kvadratot OABC;
g) toqkata T e poblisku to temeto O otkolku do drugite temiǌa.

1.3.15. Da se opredeli verojatnosta deka rexenijata na kvadratnata
ravenka x2 + 2ax + b = 0 ḱe bidat pozitivni ako parametrite a i b se
izbiraat sluqajno taka da zadovoluvaat |a| < m i |b| < n.

1.3.16. Vo vnatrexnosta na elipsata x2

a2 + y2

b2 = 1, a > b > 0, na sluqaen
naqin se bira edna toqka. Da se opredeli verojatnosta deka toqkata
ḱe pripaǵa vo vnatrexnosta na:
a) kru�nicata x2 + y2 = b2;
b) kvadratot |x|+ |y| = b.

1.3.17. Dva brodovi treba da pristignat vo edno pristaǌxte. Ni-
vnoto vreme na pristignuvaǌe e sluqajno i so ednakva verojatnost vo
slednite 24 qasa. Da se opredeli verojatnosta deka eden od brodovite
ḱe mora da qeka drugiot da go oslobodi pristanixteto, ako prviot
stoi vo pristanixteto 1 qas, a drugiot 2 qasa.

1.3.18. Vo eden signalizator pristignuvaat signali od dva izvora
vo vremenski interval T. Pristignuvaǌeto na sekoj od signalite e
sluqajno i so ednakva verojatnost za sekoj moment od intervalot T.
Signalizatorot ḱe proraboti samo ako razlikata vo vremeto na pri-
stignuvaǌe na signal od prviot izvor i signal od vtoriot izvor ne
e pogolema od t. Da se opredeli verojatnosta deka signalizatorot ḱe
proraboti ako vo intevalot T sekoj od izvorite isprati samo po eden
signal.

1.3.19. Vo topka so radius R na sluqaen naqin se izbira edna toqka.
Da se opredeli verojatnosta deka ḱe bide izbrana toqka od:
a) kockata vpixana vo topkata;
b) pravilniot tetraedar vpixan vo topkata.
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1.3.20. Vo krug so radius R na sluqaen naqin se izbira edna toqka.
Da se opredeli verojatnosta deka izbranata toqka ḱe bide poblisku
do kru�nata linija otkolku do centarot na krugot.

1.3.21. Vo krug so radius R na sluqaen naqin se biraat n toqki. Da
se opredeli verojatnosta deka rastojanieto od centarot na krugot do
najbliskata toqka ḱe bide pogolemo od r.

1.3.22. Vo vnatrexnosta na kvadrat so strana a na sluqaen naqin e
izbrana edna toqka. Da se opredeli verojatnosta deka rastojanieto
na toqkata do najbliskata strana ḱe bide pomalo od rastojanieto na
toqkata do najbliskata dijagonala.

1.3.23. Podot vo edna prostoeija e poploqen so parket vo forma na
pravoagolnik so strani a i b. Na podot proizvolno se frla kru�na
moneta so radius r, pri xto 2r < a < b. Da se opredeli verojatnosta
deka monetata nema da ima zaedniqki toqki so rabovite na bilo koja
od ploqkite parket.

1.3.24. Edna ramnina e iscrtana so paralelni pravi xto se na ras-
tojanie 2a edna od druga. Na ramninata proizvolno se frla kru�na
moneta so radius r < a. Da se opredeli verojatnosta deka monetata
nema da preseqe niedna od paralelnite pravi.

1.4 USLOVNA VEROJATNOST. NEZAVISNI NASTANI.
VEROJATNOST NA UNIJA I PRESEK.

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

1.4.1. Da se opredeli verojatnosta deka pri dve frlaǌa na kocka ḱe
se dobie zbir pogolem od sedum ako se znae deka:
a) pri prvoto frlaǌe se pojavil brojot 4;
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b) pri prvoto frlaǌe se pojavil broj pogolem od 3;
v) pri prvoto frlaǌe se pojavil brojot 1;
g) pri prvoto frlaǌe se pojavil broj pomal od 5.

Rexenie. Za ovoj eksperiment prostorot od elementarni nastani e Ω = {mn :
m, n = 1, 2, . . . , 6}. Neka definirame nastan A: pri dve frlaǌa na kocka dobien
e zbir pogolem od sedum.

a) Definirajḱi nastan B1: pri prvoto frlaǌe se pojavil brojot 4, dobi-
vame deka baranata verojatnost mo�e da ja presmetame so formulata za
uslovna verojatnost P (A|B1) = P (AB1)

P (B1)
. Ovde, AB1 e nastanot: pri dve

frlaǌa na kocka dobien e zbir pogolem od sedum i pri prvoto frlaǌe se
pojavil brojot 4, t.e., AB1 = {44, 45, 46}. Zaradi toa P (A|B1) = 3/36

1/6
= 1

2
.

b) Ako B2 e nastanot: pri prvoto frlaǌe se pojavil broj pogolem od 3, to-
gax P (A|B2) = P (AB2)

P (B2)
, kade AB2 = {44, 45, 46, 53, 54, 55, 56, 62, 63, 64, 65, 66}.

Zatoa P (A|B2) = 12/36
3/6

= 2
3
.

v), g) Rabotejḱi sliqno kako vo delovite (a) i (b), vo obata sluqaja se dobiva
verojatnost 0. Proveri.

1.4.2. Od xpil od 52 karti se izvlekuva edna. Da se opredeli vero-
jatnosta deka:
a) e izvleqena karta srce, ako se znae deka izvleqenata karta e

crvena;
b) e izvleqena karta pomala od 10, ako se znae deka izvleqenata

karta e srce;
v) e izvleqen 
andar, ako se znae deka izvleqenata karta e crvena.

Rexenie.
a) Neka gi definirame nastanite

A: izvleqena e karta srce, i
B: izvleqena e crvena karta.

Togax baranata verojatnost e P (A|B) = P (AB)
P (B)

, kade AB e nastanot: iz-
vleqena e crvena karta srce, koj so ogled na toa xto site karti srce
se crveni, e ednakov so nastanot C: izvleqena e karta srce. Znaqi
P (A|B) = P (C)

P (B)
= 1/4

1/2
= 1

2
.

b) Da gi razgledame nastanite

A: izvleqena e karta pomala od 10, i
B: izvleqena e karta srce.



1.4. Uslovna verojatnost. Nezavisnosni nastani. Unija i presek. 27

Sleduva deka baranata verojatnost e P (A|B) = P (AB)
P (B)

, kade AB e nas-
tanot: izvleqena e karta srce pomala od 10. Zatoa P (AB) = 9

52
, P (B) = 1

4

i P (A|B) = 9
13

.

v) Sliqno kako vo delovite (a) i (b), dobivame deka baranata verojatost e
1/13. Proveri.

1.4.3. Verojatnosta deka nekoj maxinski del ḱe otka�e pri prvata
upotreba e 0.1. Ako toj ne otka�e pti prvata upotreba, verojatnosta
deka ḱe trae 1 godina e 0.99. Kolkava e verojatnosta deka delot ḱe
trae edna godina?

Rexenie. Definirajḱi nastani
A: delot otka�uva pri prvata upotreba, i
B: delot trae edna godina,

za baranata verojatnost dobivame P (B) = P (B|A)P (A) = 0.99 · 0.1.

1.4.4. Edna moneta se frla tri pati. Pri toa se razgleduvaat sled-
nite nastani:

A: pri prvoto frlaǌe se pojavi glava;
B: pri vtoroto frlaǌe se pojavi pismo;
C: pri tretoto frlaǌe se pojavi glava;
D: pri site tri frlaǌa se pojavi ista strana;
E: pri toqno edno frlaǌe se pojavi glava.

Da se opredeli:
a) Koi od slednite parovi nastani se nezavisni: (1) A,B; (2) A,D;

(3) A,E; (4) D, E;
b) Koi od slednite trojki nastani se vzaemno nezavisni: (1) A,B, C;

(2) A,B, D; (3) C, D, E.

Rexenie. Prostor od elementarni nastani pri ovoj eksperiment e Ω =
{PPP,GPP,PGP,PPG,PGG,GPG,GGP,GGG}, k(Ω) = 8. Ponatamu, za nastan-
ite A, B, C, D i E imame:

A = {GGG,GPG,GGP,GPP},
B = {PPP,GPP,PPG,GPG},
C = {GGG,GPG,PGG,PPG},
D = {GGG,PPP},
E = {GPP,PGP,PPG}.

Od ovde sleduva: P (A) = P (B) = P (C) = 1/2, P (D) = 2/8 = 1/4 i P (E) = 3/8.
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a) Za nastanot AB: pri prvoto frlaǌe se pojavi glava i pri vtoroto
pismo, AB = A ∩ B = {GPP,GPG}, se dobiva deka P (AB) = 2/8 = 1/4 =
P (A)P (B), xto znaqi deka nastanite A i B se nezavisni. Sproveduvajḱi
sliqna analiza kakoprethodnata se dobiva deka nastanite od parot (2)
se nezavisni, a nastanite od parovite (3) i (4) se zavisni. Proveri.

b) Od ABC = A ∩ B ∩ C = {GPG} sleduva P (ABC) = 1/8 = P (A) = P (B) =
P (C), odnosno nastanite od trojkata (1) se vzaemno nezavisni. Sliqno
se poka�uva deka nastanite od trojkite (2) i (3) se zavisni.

1.4.5. Se razgleduvaat nastanite A: od xpil karti e izvleqen as i B:
od xpil karti e izvleqena karta srce.
a) Dali ovie dva nastani se nezavisni?
b) Dali ovie dva nastani se nezavisni ako vo xpilot se dodadat 3


okeri?

Rexenie. Nastanot AB se opixuva so: od xpil karti e izvleqen as-srce.
a) Spored klasiqnata definicija na verojatnosta P (A) = 4/52 = 1/13,

P (B) = 13/52 = 1/4 i P (AB) = 1/52 = P (A)P (B). Znaqi nastanite A
i B se nezavisni.

b) Po dodavaǌeto na tri 
andari vo xpilot imame xpil so 55 karti i
zatoa P (A) = 4/55, P (B) = 13/55 i P (AB) = 1/55 6= P (A)P (B). Od ovde
zakluquvame deka nastanite A i B se zavisni.

1.4.6. Pri frlaǌe na dve numerirani kocki se razgleduvaat slednite
nastani:

A: zbirot na dobienite broevi e paren;
B: brojot koj se pojavuva na prvata kocka e neparen;
C: brojot koj se pojavuva na vtorata kocka e neparen.

Dali trite nastani se vzaemno nezavisni?

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani pri ovoj eksperiment e Ω =
{mn : m, n = 1, 2, . . . , 6}, a za nastanite A, B, C i ABC, imame:

A = {11, 13, 15, 22, 24, 26, 31, 33, 35, 42, 44, 46, 51, 53, 55, 62, 64, 66},
B = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 51, 52, 53, 54, 55, 56},
C = {11, 21, 31, 41, 51, 61, 13, 23, 33, 43, 53, 63, 15, 25, 35, 45, 55, 65},

ABC = {11, 13, 15, 31, 33, 35, 51, 53, 55}.
Od ovde, P (A) = P (B) = P (C) = 18/36 = 1/2 i P (ABC) = 9/36 = 1/4 6= 1/8 =
P (A)P (B)P (C). Znaqi nastanite A, B i C se vzaemno zavisni.
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1.4.7. Od proizvodite vo edna serija 4% se xkart, a 75% od onie koi
ne se xkart se od prva klasa. Da se opredeli verojatnosta sluqajno
izbran proizvod da bide od prva klasa.

Rexenie. Neka gi definirame nastanite

A: izbraniot proizvod e od prva klasa; i

B: izbraniot proizvod e xkart.

Od uslovot na zadaqata P (B) = 0.04 i P (A|B) = 0.75. Zatoa, baranata verojat-
nost e P (A) = P (A|B)P (B) = 0.75 · 0.96 = 0.72.

1.4.8. Vo edna kutija ima 5 beli i 11 crni, a vo druga 10 beli i 6
crni topqiǌa. Od dvete kutii na sluqaen naqin se izvlekuva po edno
topqe. Da se opredeli verojatnosta deka dvete topqiǌa ḱe bidat od
ista boja.

Rexenie. Da gi definirame nastanite

Ai: od i−tata kutija izvleqeno e belo topqe i

Bi: od i−tata kutija izvleqeno e crno topqe,

i = 1, 2. Togax nastanot: dvete izvleqeni topqiǌa se od ista boja e vsuxnost
nastanot A1A2 + B1B2. Jasno e deka nastanite A1 i A2, B1 i B2, A1A2 i B1B2,
se nezavisni. Zaradi toa

P (A1A2 + B1B2) = P (A1A2) + P (B1B2) = P (A1)P (A2) + P (B1)P (B2) =

=
5

16
· 6

16
+

11

16
· 6

16
=

3

8
= 0.375.

1.4.9. Vo eden tehnoloxki proces se koristat tri avtomatizirani
maxini. Verojatnosta deka vo tekot na denot nema da bide potrebna
intervencija kaj sekoja od trite maxini iznesuva 0.9, 0.95 i 0.8, sood-
vetno. Da se opredeli verojatnosta deka vo tekot na eden den ḱe bide
potrebna intervencija kaj site tri maxini ako potrebata od inter-
vencija kaj bilo koja od maxinite ne zavisi od sostojbata so osta-
natite maxini.

Rexenie. Neka p1 = 0.9, p2 = 0.95 i p3 = 0.8 se trite verojatnosti dadeni vo
uslovot na zadaqata. Zaradi toa xto potrebata od intervencija kaj sekoja od
maxinite ne zavisi od sostojbata so ostanatite maxini, mo�e da zakluqime
deka baranata verojatnost e p = (1− p1)(1− p2)(1− p3) = 0.001.
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1.4.10. Se razgleduvaat dva proizvoditeli na sijalici. Kaj prviot,
sijalicata se proizveduva vo tri posledovatelni tehnoloxki opera-
cii pri xto verojatnosta za dobivaǌe xkart e 0.1, 0.05 i 0.01, sood-
vetno. Vtoriot proizvoditel primenuva dve posledovatelni operacii
i verojatnosta za dobivaǌe xkart kaj obete e ednakva, i iznesuva 0.07.
Ponatamu, procentot na sijalici od prva klasa, pomeǵu ispravnite
sijalici, iznesuva 90% kaj prviot i 95% kaj vtoriot proizvoditel.
Koj proizvoditel ima ”pokvalitetno” proizvodstvo, t.e., kaj koj od
proizvoditelite verojatnosta za dobivaǌe na sijalica od prva klasa
e pogolema?

Rexenie. Da gi razgledame nastanite
Ai: dobien e xkart pri i−tata tehnoloxka operacija kaj prviot proizvodi-

tel, i = 1, 2, 3;

Bi: dobien e xkart pri i−tata tehnoloxka operacija kaj vtoriot proizvo-
ditel, i = 1, 2;

Ci: pomeǵu ispravnite sijalici proizvedeni kaj i−tiot proizvoditel dobi-
ena e sijalica od prva klasa, i = 1, 2;

Di: kaj i−tiot proizvoditel dobiena e sijalica od prva klasa, i = 1, 2.

Togax, od uslovot na zadaqata imame P (A1) = 0.1, P (A2) = 0.05, P (A3) =
0.01, P (B1) = P (B2) = 0.07, P (C1) = 0.9 i P (C2) = 0.95. Ponatamu, prviot
proizvoditel dava sijalica od prva klasa ako istovremeno se realiziraat
nastanite A1, A2, A3 i C1, t.e., D1 = A1 A2 A3C1. Od nezavisnosta na nastanite
A1, A2, A3 i C1 sleduva

P (D1) = P (A1 A2 A3C1) = P (A1)P (A2)P (A3)P (C1) = 0.9·0.95·0.99·0.9 = 0.761805.

Sliqno za vtoriot proizvodiyel se dobiva

P (D2) = P (B1 B2C2) = P (B1)P (B2)P (C2) = 0.93 · 0.93 · 0.95 = 0.821655.

Od P (D2) > P (D1), odnosno od faktot deka verojatnosta za dobivaǌe na si-
jalica od prva klasa e pogolema kaj vtoriot proizvoditel, zakluquvame deka
toj ima pokvalitetno proizvodstvo.

1.4.11. Lov
iite I, II i III istovremeno gaǵaat vo celta i verojatnosta
deka sekoj od niv ḱe pogodi e 0.2, 0.4 i 0.8, za sekoj od lov
iite sood-
vetno. Da se opredeli verojatnosta deka prviot lov
ijata
a) ja pogodil celta, ako celta ja pogodil samo eden kurxum;
b) ja promaxil celta, ako celta ja promaxil samo eden kurxum.

Rexenie. Da gi definirame nastanite
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Ai: i−tiot lov
ija ja pogodil celta, i = 1, 2, 3; i
B: celta ja pogodil samo eden kurxum.

Spored uslovot na zadaqata P (A1) = 0.2, P (A2) = 0.4 i P (A3) = 0.8.

a) Spored formulata za uslovna verojatnost, verojatnosta koja treba da se
opredeli vo ovoj del e P (A1|B) = P (A1B)/P (B).

Nastanot A1B : prviot lov
ija ja pogodil celta i celta ja pogodil samo
eden kurxum, ednakov e so nastanot A1A2 A3 : prviot lov
ija ja pogodil
celta, a vtoriot i tretiot ja promaxile. Uxte poveḱe, nastanite A1, A2

i A3 se vzaemno nezavisni bidejḱi lov
iite strelaat nezavisno eden od
drug. Znaqi, P (A1B) = P (A1A2 A3) = P (A1)P (A2)P (A3) = 0.2 · 0.6 · 0.2 =
0.024.

Sproveduvajḱi sliqna analiza i za nastanot B dobivame

P (B) = P (A1A2 A3 + A1A2A3 + A1 A2A3)

= P (A1A2 A3) + P (A1A2A3) + P (A1 A2A3)

= P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3)

= 0.2 · 0.6 · 0.2 + 0.8 · 0.4 · 0.2 + 0.8 · 0.6 · 0.8 = 0.472.

Na toj naqin se dobiva deka baranata verojatnost e P (A1|B) = 0.024
0.472

= 3
59

.

b) Verojatnosta deka prviot lov
ijata ja promaxil celta, ako celta ja
promaxil samo eden kurxum, e P (A1|B) = 16

23
. Proveri.

1.4.12. Od proizvodite xto gi izrabotuva eden rabotnik 90% se is-
pravni, 9% se so otstranliv defekt i 1% se so neotstranliv defekt.
Rabotnikot izrabotil tri proizvodi. Da se oprededli verojatnosta
deka barem eden e ispraven i barem eden e so otstranliv defekt.

Rexenie. Vo zadaqata se bara verojatnosta na nastanot A: od trite pro-
izvodi barem eden e ispraven i barem eden e so otstranliv defekt. Ako gi
definirame nastanite

B: meǵu trite proizvodi nema ispraven, i
C: meǵu trite proizvodi nema proizvod so otstranliv defekt,

togax za sprotivniot nastan na A, t.e., za nastanot A: meǵu trite proizvodi
nema ispraven ili nema proizvod so otstranliv defekt, va�i A = B + C i
P (A) = P (B) + P (C)− P (BC). Ponatamu, od uslovot na zadaqata za nastanite

A1: izraboten e ispraven proizvod,
A2: izraboten e proizvod so otstranliv defekt, i
A3: izraboten e proizvod so neotstranliv defekt,
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imame P (A1) = 90% = 0.9, P (A2) = 9% = 0.09, P (A3) = 1% = 0.01 i nastanite
A1, A2 i A3 se vzaemno nezavisni. Od ovde, bidejḱi nastanot B ne dozvoluva
izrabotka na ispraven proizvod nego go dobivame preku varijacii so povtoru-
vaǌe na nastanite A@ i A3, pa mo�e da zakluqime deka

P (B) = P (A2A2A2 + A2A2A3 + A2A3A2 + A3A2A2+

+ A3A3A2 + A3A2A3 + A2A3A3 + A3A3A3) =

= P (A2)P (A2)P (A2) + P (A2)P (A2)P (A3) + P (A2)P (A3)P (A2)+

+ P (A3)P (A2)P (A2) + P (A3)P (A3)P (A2) + P (A3)P (A2)P (A3)+

+ P (A2)P (A3)P (A3) + P (A3)P (A3)P (A3) =

= 0.093 + 3 · 0.09 · 0.09 · 0.01 + 3 · 0.01 · 0.01 · 0.09 + 0.013 = 0.001.

Na sliqen naqin se dobiva deka P (C) = 0.753571 (vo gorniot izraz nastanot B
se zamenuva so C i nastanot A2 so A1). Na krajot, za verojatnosta na nastanot
BC: meǵu trite proizvodi nema ispraven proizvod i nema proizvod so ot-
stranliv defekt, dobivame P (BC) = P (A3A3A3) = P (A3)P (A3)P (A3) = 0.013 =
0.000001. Sleduva

P (A) = 1− P (A) = 1− (0.001 + 0.753571− 0.000001) = 0.24543.

1.4.13. Dva igraqi posledovatelno frlaat moneta pri xto pobeduva
onoj xto prv ḱe dobie pismo. Da se opredeli verojatnosta deka ḱe
pobedi igraqot xto frla a) prv; b) vtor.

Rexenie. Da gi definirame nastanite

Ai: igraqot xto poqnuva prv dobiva pismo pri svoeto i−to frlaǌe, i
Bi: igraqot xto poqnuva vtor dobiva pismo pri svoeto i−to frlaǌe,

i = 1, 2, . . . . Jasno e deka P (Ai) = P (Bi) = 1/2, i = 1, 2, . . . .

a) Nastanot: pobeduva igraqot xto frla prv, ednakov e so nastanot

A1 + A1 B1A2 + A1 B1 A2 B2A3 + · · · .

Od ovde, zaradi nezavisnosta na nastanite Ai i Bj , i 6= j, i, j = 1, 2, . . . ,
za baranata verojatnost dobivame

P1 = P (A1 + A1 B1A2 + A1 B1 A2 B2A3 + · · · )
= P (A1) + P (A1)P (B1)P (A2) + P (A1)P (B1)P (A2)P (B2)P (A3) + · · ·
=

1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
+ · · ·

=
1

2
+

1

23
+

1

25
+ · · ·

=
1

2
· 1

1− 1
22

=
2

3
.
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b) Nastanot: pobeduva igraqot xto frla vtor, sprotiven e na nnastanot:
pobeduva igraqot xto frla prv. Zatoa verojatnosta za negova real-
izacija e P2 = 1− P1 = 1

3
.

1.4.14. Verojatnosta za realizacija na nastanot A pri eden eksper-
iment e p = 0.3. Realizacijata na nastanot A pri sekoe povtoruvaǌe
na eksperimentot ne zavisi od realizacijata vo prethodnite eksper-
imenti.
a) Da se opredeli verojatnosta pn deka nastanot A prv pat ḱe se

realizira pri n-toto povtoruvaǌe na eksperimentot.
b) Kolku iznesuva p4 i da se protolkuva vrednosta xto se dobiva.
v) Da se opredeli verojatnosta deka nastanot A prv pat ḱe se real-

izira po qetvrtoto povtoruvaǌe na eksperimentot.

Rexenie.
a) Nastanot A prv pat ḱe se realizira pri n-toto povtoruvaǌe na eksper-

imentot ako i samo ako pri prvite n − 1 eksperimenti se realizira
sprotivniot nastan A i pri n−tiot eksperiment se realizira nastanot
A. Zatoa baranata verojatnost e

pn = P (A A · · · A| {z } A) =

= P (A)P (A) · · ·P (A)| {z }P (A) =

= (1− p) · (1− p) · · · · · (1− p)| {z } ·p = (1− p)n−1p = 0.7n−10.3.

b) p4 = 0.73 · 0.3 = 0.1029. Tolkuvaǌe: verojatnosta deka nastanot A prv pat
ḱe se realizira pri qetvrtoto povtoruvaǌe na eksperimentot e 0.1029.

v) Verojatnosta deka nastanot A prv pat ḱe se realizira pri prvoto, vto-
roto, tretoto ili qetvrtoto povtoruvaǌe na eksperimentot iznesuva
p1 + p2 + p3 + p4. Zatoa verojatnosta deka nastanot A prv pat ḱe se real-
izira po qetvrtoto povtoruvaǌe na eksperimentot e 1−(p1+p2+p3+p4) =
0.2401.

1.4.15. Verojatnosta deka vo London ḱe zavrne vo tekot na denot e 1/2.
Vremenskata prognoza e toqna vo dva od tri dena. Ako vremenskata
prognoza predvidi deka ḱe vrne togax �on sigurno nosi qador so sebe,
a ako predvidi deka nema da vrne toj nosi qador so verojatnost 2/3.
Da se opredeli verojatnosta:
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a) deka �on ne nosi qador, ako e poznato deka vrne;
b) deka ne vrne, ako e poznato deka �on nosi qador.

Rexenie. Neka gi definirame nastanite
A: nadvor vrne,
B: vremenskata prognoza e toqna,
C: �on nosi qador i
D: prognozata predviduva deka ḱe vrne.

Togax, spored uslovot na zadaqata P (A) = 1/2, P (B) = 2/3, P (C|D) = 1 i
P (C|D) = 2/3.

a) Nastanot A e ednakov so nastanot DB + D B : prognozata deka ḱe vrne e
toqna ili prognozata deka nema da vrne e netoqna, odnosno

P (A) = P (DB + D B) = P (DB) + P (D B) = P (D)P (B) + P (D)P (B).

Pretposlednoto ravenstvo e toqno bidejḱi nastanite D i B, kako i nas-
tanite D i B se nezavisni, a poslednoto ravenstvo e toqno bidejḱi nas-
tanite DB i D B se nezavisni (uxte poveḱe i disjunktni). Sleduva deka
1
2

= 2
3
P (D) + 1

3
(1− P (D)) i od ovde P (D) = 1

2
. Od sliqni priqini

P (CA) = P (CDB + C D B) = P (CDB) + P (C D B) =

= P (CD)P (B) + P (C D)P (B) =

=
P (C|D)

P (D)
P (B) +

P (C|D)

P (D)
P (B) =

=
1− P (C|D)

P (D)
P (B) +

1− P (C|D)

P (D)
P (B) =

2

9
.

Ponatamu, baranata verojatnost e P (C|A) = P (CA)/P (A) = 4
9
.

b) Nastanot C e ednakov so nastanot CD + CD i nastanite CD i CD se
disjunktni, a so toa i nezavisni. Zatoa P (C) = P (CD) + P (CD) = 5

6
.

Sliqno kako vo delot (a) imame deka A = BD + BD i

P (AC) = P (BDC + BDC) = P (BDC) + P (BDC)) =

= P (B)P (DC) + P (B)P (DC)) =
7

18
.

Taka, za baranata verojatnost dobivame P (A|C) = P (AC)/P (C) = 7
15

.

Dopolnitelni zadaqi
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1.4.16. Edna moneta se frla tri pati. Da se opredeli verojatnosta
deka glava ḱe se pojavi toqno tri pati ako se znae deka:
a) pri prvoto frlaǌe se pojavila glava;
b) pri prvoto frlaǌe se pojavilo pismo;
v) pri prvite dve frlaǌa se pojavila glava;
g) pri prvite dve frlaǌa se pojavilo pismo;
d) pri prvoto i tretoto frlaǌe se pojavila glava.

1.4.17. Edna moneta se frla dva pati. Pri toa se razgleduvaat sled-
nite nastani:

A: pri prvoto frlaǌe se pojavi glava;
B: pri vtoroto frlaǌe se pojavi glava;
C: pri dvete frlaǌa se pojavi ista strana.

Da se poka�e deka:
a) nastanite A,B i C se nezavisni vo parovi, no site zaedno ne se

nezavisni.
b) nastanot C e nezavisen od nastanite A i B no ne i od nastanot

A ∩B.

1.4.18. Neka e daden prostor od elementarni nastani Ω{a, b, c, d, e, f} so
slednite verojatnosti: P (a) = P (b) = 1/8 i P (c) = P (d) = P (e) = P (f) =
3/16. Neka A,B i C se slednite nastani: A = {a, d, e}, B = {a, c, e} i
C = {a, c, d}. Da se poka�e deka P (A ∩ B ∩ C) = P (A)P (B)P (C), no deka
nitu eden par od ovie nastani ne se nezavisni meǵu sebe.

1.4.19. Dve karti se izvlekuvaat od xpil so 52 karti. Da se opredeli
verojatnosta deka vtorata izvleqena karta ḱe bide crvena.

1.4.20. Ako P (B) = 1/4 i P (A|B) = 1/2, kolku iznesuva P (A ∩B)?

1.4.21. Neka se dadeni dva sluqajni nastani A i B, takvi xto, P (A) > 0
i P (B) > 0. Doka�i deka:
a) ako P (A) > P (B) togax P (A|B) > P (B|A);
b) P (A|B) = 1− P (A|B);
v) P ((A \B)|B) = 1− P (A|B).



36 Glava 1. SLUQAJNI NASTANI

1.4.22. Doka�i deka ako nastanite A i B se nezavisni togax se nezav-
isni i nastanite a) A i B; b) A i B; v) AC i BC, kade C e proizvolen
nastan.

1.4.23. Eden student otixol na ispit znaejḱi 85 od 100 praxaǌa. Na
ispitot toj dobiva qetiri praxaǌa. Da se opredeli verojatnosta
deka studentot:
a) gi znae site qetiri praxaǌa;
b) znae toqno dve praxaǌa;
v) znae barem dve praxaǌa.

1.4.24. Vo edna kutija se naoǵaat 5 beli i 4 crni topqiǌa. Od kuti-
jata se izvlekuvaat edno po drugo, bez vraḱaǌe, dve topqiǌa. Da se
opredeli verojatnosta
a) deka i dvete topqiǌa ḱe bidat beli;
b) deka ednoto topqe ḱe bide belo, a drugoto crno.

1.4.25. Igraqite A i B igraat meq od tri partii xah. Verojatnostite
za pobeda na igraqot A, remi i pobeda na igraqot B se 0.3, 0.5 i 0.2,
soodvetno. Rezultatot na sekoja od partiite ne vlijae na rezultatot
na slednite partii. Da se opredeli verojatnosta deka igraqot A ḱe
pobedi a) vo toqno edna partija; b) vo barem edna partija.

1.4.26. Edna komisija se sostoi od tri qlenovi. Sekojod qlenovite
donesuva odluka nezavisno od drugite dva. Dva qlenovi na komisijata
donesuvaat pravilna odluka so verojatnost 0.95, a tretiot qlen done-
suva pravilna odluka so verojatnost 0.5. Krajnata odluka komisijata
ja nosi so mnozinstvo glasovi. Da se opredeli verojatnosta deka kra-
jnata odluka na komisijata ḱe bide pravilna.

1.4.27. Numerirana kocka se frla dva pati. Da se opredeli verojat-
nosta deka zbirot na broevite koi se pojavile pri toa e pomal od 5,
ako se znae deka
a) pri prvoto frlaǌe se pojavil neparen broj;
b) ako pri obete frlaǌa se pojavile ili dva parni ili dva neparni

broevi.
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1.4.28. Vo eden sad se naogjaat 65 moneti od koi edna e so pismo od
obete strani. Na sluqaen naqin se izbira edna moneta od sadot i se
frla xest pati. Ako pri site xest frlaǌa se pojavi pismo, da se
opredeli verojatnosta deka e izbrana monetata so dve pisma.

1.4.29. Nastanite A1, A2, . . . , An se nezavisni, a nivnite verojatnosti
se p1, p2, . . . , pn, soodvetno. Da se opredeli verojatnosta na nastanite:
a) N1: realiziran e barem eden od nastanite A1, A2, . . . , An;
b) N2: realizirani se toqno dva od nastanite A1, A2, . . . , An;
v) N3: realiziran e samo nastanot A1.

1.4.30. Sekoj od n turisti vleguva vo prodavnica za suveniri so vero-
jatnost p i ako vleze vo prodavnicata kupuva suvenir so verojatnost
q, nezavisno od odlukata na drugite turisti. Da se opredeli vero-
jatnosta deka n-te turisti ḱe kupat barem eden suvenir.

1.4.31. Vo edna kutija se naoǵaat 30 topqiǌa od koi 8 se beli. Od
kutijata se izvlekuva edno topqe i ako ne e belo se vraḱa vo kutijata i
izvlekuvaǌe to se povtoruva. Da se opredeli verojatnosta deka duri
pri dvaesettoto izvlekuvaǌe ḱe se dobie belo topqe.

1.4.32. Eden kandidat se prijavuva na konkurs vo firmite A i B.
Toj ocenuva deka ḱe bide primen vo firmata A so verojatnosta 0.5,
vo firmata B so verojatnosta 0.3 i vo obete firmi istovremeno so
verojatnost 0.2. Da se opredeli verojatnosta deka kandidatot ḱe bide
primen vo firmata B ako se znae deka e primen vo firmata A. Dali
nastanot ”primen vo firmata A” e nezavisen od nastanot ”primen vo
firmata B”?

1.4.33. Numerirana kocka se frla tri pati. Da se opredeli verojat-
nosta deka barem ednax se pojavil brojot 6, ako se znae deka
a) zbirot na broevite koi se pojavile pri trite frlaǌa e pogolem

od 15;
b) barem pri edno frlaǌe se pojavil broj razliqen od 6.

1.4.34. Vo edna kutija se naoǵaat 5 beli i 5 crni topqiǌa. Od ku-
tijata odednax se izvlekuvaat tri topqiǌa. Da se opredeli vero-
jatnosta deka barem edno od niv e crno, ako se znae deka e izvleqeno
barem edno belo topqe.
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1.4.35. Vrz osnova na statistiqki podatoci poznato e deka 5% od
luǵeto od maxki pol i 0.25% od luǵeto od �enski pol se dalton-
isti. Da se opredeli verojatnosta deka sluqajno izbrano lice koe
e daltonist, ḱe bide od maxki pol.

1.5 TOTALNA VEROJATNOST. FORMULI NA BEJES

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

1.5.1. Vo edna kutija ima 4 beli i 2 crni topqiǌa, a vo druga kutija
2 beli i 4 crni topqiǌa. Topqiǌata se razlikuvaat samo po boja.
Od prvata kutija na sluqaen naqin se izvlekuvaat 2 topqiǌa i bez
gledaǌe se prenesuvaat vo vtorata kutija. Potoa od vtorata kutija na
sluqaen naqin se izvlekuva edno topqe. Da se opredeli verojatnosta
toa da e so bela boja.

Rexenie. Vo ovaa zadaqa imame dva eksperimenti: izvlekuvaǌe na dve to-
pqiǌa od prvata kutija i potoa izvlekuvaǌe na edno topqe od vtorata kutija.
Vtoriot eksperiment se realizira posle prviot i realizacija na prviot vli-
jae vrz realizacijata na vtoriot eksperiment. Zatoa, da gi razgledame nas-
tanite

A1: od prvata kutija izvleqeni se dve beli topqiǌa;
A2: od prvata kutija izvleqeni se edno belo i edno crno topqe;
A3: od prvata kutija izvleqeni se dve crni topqiǌa;
B : od vtorata kutija izvleqeno e belo topqe.

Spored uslovot na zadaqata imame P (A1) = C2
4/C2

6 = 6/15, P (A2) = C1
4C1

2/C2
6 =

8/15 i P (A3) = C2
2/C2

6 = 1/15. Ponatamu, nastanite A1, A2 i A3 se disjunktni
po parovi i gi opfaḱaat site mo�nosti za realizacija na prviot eksperiment.
Znaqi uslovite za primena na formulata za totalna verojatnost se ispolneti,
pa zatoa

P (B) = P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2) + P (B|A3)P (A3).

Ovde, P (B|A1) = 4/8 bidejḱi: ako e realiziran nastanot A1, t.e., ako od prvata
kutija se izvleqeni dve beli topqiǌa, togax vo vtorata kutija imame 4 beli
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i 4 crni topqiǌa. Na sliqen naqin P (B|A2) = 3/8 i P (B|A3) = 2/8. Zatoa
P (B) = 9/18.

1.5.2. Trojca dobavuvaqi ispraḱaat rezervni delovi za avtomobili
na eden servis. Prviot dobavuvaq gi zadovoluva 50% od potrebite na
servisot, a drugite dva dobavuvaqi pokrivaat po 25% od potrebite.
Zabele�ano e deka kaj delovite od prviot dobavuvaq sekoj 25-ti e
neupotrebliv, kaj vtoriot dobavuvaq sekoj 15-ti i kaj tretiot sekoj
18-ti del. Ako sluqajno izbraniot del se poka�al neupotrebliv, kol-
kava e verojatnosta toj da e nabaven od vtoriot dobavuvaq?

Rexenie. Da gi razgledame nastanite
Ai: izbraniot predmet poteknuva od i−tiot dobavuvaq, i = 1, 2, 3; i
B: izbraniot predmet e neispraven.

Od uslovot na zadaqata za ovie nastani znaeme deka: P (A1) = 0.5, P (A2) =
P (A3) = 0.25, P (B|A1) = 1/25, P (B|A2) = 1/15, P (B|A3) = 1/18. Nastanite
A1, A2 i A3 se disjunktni po parovi i gi ophaḱaat site mo�nosti za poteklo
na izbraniot predmet. Zatoa, uslovite za primena na formulite na Bejes se
ispolneti i za baranata verojatnost dobivame

P (A1|B) =
P (B|A1)P (A1)

P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2) + P (B|A3)P (A3)

=
1
25
· 0.5

1
25
· 0.5 + 1

15
· 0.25 + 1

18
· 0.25

=
36

91
.

1.5.3. Verojatnosta za izrabotka na proizvod od prva klasa vo eden
proces na rabota iznesuva 0.96. Sistemot za kontrola na kvalitetot
xto se koristi vo proizvodstvoto gi ima slednite karakteristiki:
ako proizvodot e od prva klasa togax kontrolata so verojatnost od
0.98 ḱe go potvrdi toa, no ako prizvodot ne e od prva klasa togax
verojatnosta deka sistemot za kontrola ḱe zgrexi i ḱe go proglasi
proizvodot deka e od prva klasa e 0.05.
a) Da se opredeli verojatnosta deka sluqajno izbran proizvod ḱe ja

”pomine” kontrolata za kvalitet i ḱe bide proglasen za proizvod
od prva klasa;

b) Da se opredeli verojatnosta deka proizvod xto ja ”pominal” kon-
trolata, t.e., bil proglasen za proizvod od prva klasa, navistina
gi zadovoluva standardite.

Rexenie. Od uslovot na zadaqata za nastanite
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A: izbraniot proizvod e od prva klasa, i
B: sistemot za kontrola na kvalitetot go proglasuva izbraniot proizvod

deka e od prva klasa,
mo�eme da zakluqime deka: P (A) = 0.96, P (B|A) = 0.98 i P (B|A) = 0.05. Nas-
tanite A i A se disjunktni i gi opfaḱaat site mo�nosti za kvalitetot na
izbraniot proizvod. Znaqi uslovite na formulata za totalna verojatnost i
na formulite na Bejes se ispolneti, pa zatoa verojatnostite xto treba da gi
presmetame se

a) P (B) = P (B|A)P (A) + P (B|A)P (A) = 0.9428, i
b) P (A|B) = P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A)+P (B|A)P (A)
≈ 0.99788.

1.5.4. Po eden dvonasoqen pat eden kon drug se dvi�at dva avtomobila.
Verojatnosta deka bezbedno ḱe se razminat ako dvajcata vozaqi se so
vozaqko iskustvo e 0.999, ako edniot vozaq e poqetnik verojatnosta
e 0.7, a ako dvajcata vozaqi se poqetnici verojatnosta e 0.4. Da se
opredeli verojatnosta deka dvata avtomobili bezbedno ḱe se razminat
ako se znae deka sekoj stotti vozaq e poqetnik.

Rexenie. Neka gi definirame nastanite
A1: dvajcata vozaqi se so vozaqko iskustvo;
A2: edniot vozaq e so vozaqko iskustvo, a drugiot e poqetnik;
A3: dvajcata vozaqi se poqetnici;
Bi: i−tiot vozaq e poqetnik, i = 1, 2; i
C: vozaqite bezbedno ḱe se razminat.

Spored uslovot na zadaqata P (B1) = P (B2) = 1
100

= 0.01, P (C|A1) = 0.999,
P (C|A2) = 0.7 i P (C|A3) = 0.4. Nastanite A1, A2 i A3 se disjunktni po parovi
i gi opfaḱaat site mo�nosti za vozaqkoto iskustvo na dva vozaqi. Zatoa, od
formulata za totalna verojatnost, za verojatnosta na nastanot C dobivame

P (C) = P (C|A1)P (A1) + P (C|A2)P (A2) + P (C|A3)P (A3). (1.1)

Od definicijata na nastanite Ai, i = 1, 2, 3, Bi, i = 1, 2, sleduva A1 = B1 B2,
A2 = B1B2 + B1B2 i A3 = B1B2. Nastanite B1 i B2 se nezavisni (uxte poveḱe
i disjunktni) pa zatoa P (A1) = P (B1 B2) = P (B1)P (B2) = 0.9801. Na sliqen
naqin se dobiva deka P (A2) = 0.0198 i P (A3) = 0.0001. So zamena na vred-
nostite vo (1.1) dobivame deka verojatnosta dvata avtomobili bezbedno da se
razminat e P (C) ≈ 0.993.

1.5.5. Na eden ispit sekoj student treba da odgovori na 3 sluqajno
izbrani praxaǌa od vkupno 10 mo�ni. Od 20 studenti koi doxle da
polagaat, 10 gi znaat odgovorite na site praxaǌa, 5 studenti go znaat
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odgovorot na 5 praxaǌa, a ostanatite 5 go znaat odgovorot samo na 3
praxaǌa. Ako sluqajno izbran student gi znael odgovorite na site 3
praxaǌa, da se opredeli verojatnosta deka toj e od grupata studenti
koi go znaat odgovorot samo na 3 praxaǌa.

Rexenie. Studentite koi doxle da go polagaat ispitot mo�e da gi podelime
vo tri grupi, i toa, prva grupa: studenti xto gi znaaat odgovorite na site
praxaǌa, vtora grupa: studenti xto gi znaaat odgovorite na 5 praxaǌa i
treta grupa: studenti xto gi znaaat odgovorite na 3 praxaǌa. Sega da gi
razgledame nastanite

Ai: izbran e student od i−tata grupa, i = 1, 2, 3; i
B: izbran e student koi gi znael odgovorite na site tri postaveni praxaǌa.

Od uslovot na zadaqata sleduva deka P (A1) = 10/20 = 0.5, P (A2) = P (A3) =
5/20 = 0.25 i uxte poveḱe, nastanite A1, A2 i A3 se disjunktni po parovi
i gi opvaḱaat site mo�nosti vo pogled na grupata na koja pripaǵa sluqajno
izbraniot student. Ponatamu, ako izbraniot student pripaǵa na prvata grupa
togax verojatnosta deka ḱe gi znae odgovorite na trite postaveni praxaǌa e
P (B|A1) = C3

10/C3
10 = 1, ako pak pripaǵa na vtorta grupa togax verojatnosta

deka ḱe gi znae odgovorite na trite postaveni praxaǌa e P (B|A2) = C3
5/C3

10 =
10/120 = 1/12 i analogno P (B|A3) = C3

3/C3
10 = 1/120. Zatoa, spored formulite

na Bejes, za baranata verojatnost imame

P (A3|B) =
P (B|A3)P (A3)

P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2) + P (B|A3)P (A3)

=
1

120
· 0.25

1 · 0.5 + 1
12
· 0.25 + 1

120
· 0.25

=
??

??
≈ 0.00398.

1.5.6. Eden lekar smeta deka pacientot e bolen od edna od bolestite
b1, b2 ili b3. Pred da sprovede testiraǌe toj pretpostavuva deka vero-
jatnosta pacientot da e bolen od sekoja od trite bolesti e podednakva.
Testot xto go sproveduva dava pozitiven rezultat so verojatnost 0.8
ako pacientot e bolen od bolesta b1, 0.6 ako e bolen od bolesta b2 i 0.4
ako e bolen od bolesta b3. Ako rezultatot na testot e pozitiven kol-
kava verojatnost treba lekarot da dodeli na sekoja od trite bolesti?

Rexenie. Da gi definirame nastanite
Ai: pacientot e bolen od bolesta bi, i = 1, 2, 3; i
B: testot e pozitiven.

Lekarot pretpostavuva podednakva verojatnosta za nastanite A1, A2 i A3, t.e.,
P (A1) = P (A2) = P (A3) = 1/3. Ponatamu, nastanite A1, A2 i A3 se disjunktni
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po parovi i gi opvaḱaat site mo�nosti za bolesta na pacientot. Ako pacientot
e bolen od bolesta b1 togax testot dava pozitiven rezultat so verojatnost 0.8
i zatoa P (B|A1) = 0.8. Sliqno P (B|A2) = 0.6 i P (B|A3) = 0.4. Koneqno, spored
formulitena Bejes, ako testot e pozitiven togax za verojatnosta pacientot
da e bolen od bolesta b1 dobivame

P (A1|B) =
P (B|A1)P (A1)

P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2) + P (B|A3)P (A3)

=
0.8 · 1

3

0.8 · 1
3

+ 0.6 · 1
3

+ 0.4 · 1
3

=
4

9
.

Sliqno za bolestite b2 i b3 imame

P (A2|B) =
P (B|A2)P (A2)

P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2) + P (B|A3)P (A3)
=

1

3

i

P (A3|B) =
P (B|A3)P (A3)

P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2) + P (B|A3)P (A3)
=

2

9
.

1.5.7. Za baraǌe na eden izguben avion anga�irani se 10 helikopteri.
Sekoj od helikopterite prebaruva vo eden od dva reoni vo koi mo�e da
se naoǵa avionot i go pronaoǵa so verojatnost 0.2. Avionot se naoǵa
vo prviot reon so verojatnost 0.8, a vo vtoriot so verojatnost 0.2.
Kako treba da se rasporedat helikopterite po reoni za verojatnosta
avionot da bide pronajden bide najgolema i kolkava e taa verojatnost?
Se smeta deka prebaruvaǌeto na sekoj od helikopterite e nezavisno
od ostanatite.

Rexenie. Da gi definirame nastanite
Ai: avionot se naoǵa vo i−tiot reon, i = 1, 2;

B: avionot e pronajden, i
Ci: avionot e pronajden od i−tiot helikopter, i = 1, 2, . . . , 10.

Nastanite A1 i A2 se disjunktni, gi opfaḱaat site mo�nosti za toa kade se
naoǵa izgubeniot avion i P (A1) = 0.8, P (A2) = 0.2. Od ovde, spored formulata
za totalna verojatnost, verojatnosta avionot da bide pronajden e

P (B) = P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2).

Sega, neka pretpostavime deka prviot reon go prebaruvaat n, n ∈ {1, 2, . . . , 10},
a vtoriot 10 − n helikopteri. Ako avionot e izguben vo prviot reon togax
verojatnosta toj da bide pronajden e

P (B|A1) = P (C1C2 · · ·Cn) = P (C1)P (C2) · · ·P (Cn) = 0.2n.
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Ova e toqno bidejḱi spored uslovot na zadaqata nastanite C1, C2, . . . , Cn se
vzaemno nezavisni i P (Ci) = 0.2, i = 1, 2, . . . , n. Na sliqen naqin se dobiva deka
P (B|A2) = 1010−n i zatoa P (B) = 0.2n · 0.8 + 0.210−n · 0.2. Ovoj izraz dobiva
najgolema vrednost za n = 8 (ovde imame vo predvid deka n ∈ {1, 2, . . . , 10}), pa
sleduva deka verojatnosta za naoǵaǌe na izgubeniot avion e najgolema ako vo
prviot reon prebaruvaat 8, a vo vtoriot 2 helikopteri.

1.5.8. Vo edna partija poker, igraqot I ima mnogu silni karti i go
zgolemuva vlogot. Verojatnosta deka igraqot II ima posilni karti
e 0.04. Ako igraqot II ima posilni karti toj go zgolemuva vlogot
so verojatnost 0.9, no ako ima poslabi karti go zgolemuva vlogot so
verojatnost od samo 0.1. Ako igraqot II go zgolemil vlogot, da se
opredeli verojatnosta deka toj ima posilni karti od igraqot I.

Rexenie. Za nastanite
A: vtoriot igraq ima posilni karti, i
B: vtoriot igraqot go zgolemil vlogot,

od uslovot na zadaqata sleduva deka P (A) = 0.04, P (B|A) = 0.9 i P (B|A) = 0.1.
Pa, spored formulite na Bejes

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|A)P (A)
=

0.9 · 0.04

0.9 · 0.04 + 0.1 · 0.96
=

3

11
.

Dopolnitelni zadaqi

1.5.9. Vo edna prodavnica na prvata polica se naoǵaat 7 monitori,
a na druga 5 monitori. Na sekoja polica se naoǵa po 1 neispraven
monitor. Od prvata polica na sluqaen naqin se bira eden monitor i
se prefrla na ftorata polica. Potoa eden kupuvaq odbira monititor
od vtorata polica. Da se opredeli verojatnosta deka toj ḱe bide
neispraven.

Rexenie.

1.5.10. Pomeǵu bolnite vo edna specijalizirana bolnica 50% ja imaat
bolesta A, 30% bolesta B i 20% bolesta C. Verojatnostite za pot-
polno izlekuvaǌe od bolestite A, B i C se 0.7, 0.8 i 0.9, soodvetno.
Eden od bolnite vo eden moment ja napuxta bolnicata sosema izleku-
van. Da se opredeli verojatnosta deka toj boleduval od bolesta A?
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1.5.11. Vo edna kutija ima 3 beli i 4 crni topqiǌa, a vo druga 5 beli
i 3 crni. Topqiǌata se razlikuvaat samo po boja. Od prvata kutija
na sluqaen naqin se izvlekuvaat dve, a od vtorata edno topqe i site,
bez gledaǌe, se stavaat vo treta, prazna kutija. Na krajot, na sluqaen
naqin se izvlekuva edno topqe. Da se opredeli verojatnosta toa da e
so bela boja.

1.5.12. Bolesta X ja ima 1% od luǵeto. Testot za nejzino otkrivaǌe
ne e sovrxen i za bolni od bolesta X testot e pozitiven vo 90% od
sluqaite, a za luǵe koi ne se bolni od ovaa bolest testot e pozitiven
vo 10% od sluqaite. Da se opredeli verojatnosta

a) sluqajno izbran qovek da ima pozitiven rezultat na testot;

b) ako testot dal pozitiven rezultat, ispitaniot navistina da e
bolen od bolesta X.

1.5.13. Digitalniot prenos na podatoci se realizira so prenos na
nizi od nuli i edinici. Poznato e deka pri prenosot nula se po-
javuva 5 pati poqesto od edinica. Zaradi nesovrxenost na opremata
za prenos verojatnosta deka nula ḱe bide primena kako edinica e 0.01,
a verojatnosta deka edinica ḱe bide primena kako nula e 0.05. Da se
opredeli verojatnosta

a) deka e ispratena nula, ako e primena nula;

b) deka e ispratena edinica, ako e primena edinica.

1.5.14. Vo edna pratka procesori koja se sostoi od 15 kutii ima 1%
procesori od vtora klasa. Vo druga pratka od 25 kutii ima 5% pro-
cesori od vtora klasa. Da se opredeli verojatnosta deka od sluqajno
izbrana kutija e izbran procesor od vtora klasa.

1.5.15. Eden od qetvorica prijateli dobiva nekoja informacija koja
vo oblik na signal ”da” ili ”ne” ja soopxtuva na drugiot, ovoj na
ist naqin ja prenesuva informacijata na tretiot i ovoj na qetvr-
tiot. Poznato e deka sekoj od niv ja prenesuva informacijata toqno
vo 1/3 od sluqaite. Da se opredeli verojatnosta deka prviot prenel
informacija ”da”, ako qetvrtiot primil informacija ”da”.
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1.5.16. Vo edna luksuzna prodavnica se prodavaat 
emperi od dva pro-
izvoditeli. Prviot proizvoditel pokriva 65% od potrebite na pro-
davnicata, a vtoriot 35% od potrebite. Na standardite na prodavni-
cata odgovaraat 95% od 
emperite od prviot proizvoditel i 90% od

emperite od vtoriot proizvoditel. Da se opredeli verojatnosta

a) deka sluqajno izbran 
emper od prodavnicata odgovara na nejzi-
nite standardi;

b) deka sluqajno izbran 
emper koj odgovara na standardite na pro-
davnicata, poteknuva od prviot proizvoditel.

1.5.17. Od edna kutija so m beli (m ≥ 3) i n crni topqiǌa izgubeno
e edno topqe so nepoznata boja. Da se opredli verojatnosta deka e
izgubeno topqe so bela boja ako pri sluqaen izbor na dve topqiǌa od
kutijata se dobieni dve beli topqiǌa.

1.5.18. Trojca strelci pogoduvaat meta so verojatnost 0.2, 0.4 i 0.9.
Da se opredeli verojatnosta

a) deka sluqajno izbran strelec ḱe ja pogodi metata;

b) deka metata ḱe bide pogodena, ako site tri strelci gaǵale so po
eden kurxum;

v) deka metata ja pogodil prviot strelec, ako gaǵale site trojca, a
metata e pogodena samo ednax.

1.5.19. Homogena kocka se frla qetiri pati. Da se opredeli vero-
jatnosta deka zbirot na broevite xto ḱe se pojavat pri prvite dve
frlaǌa ḱe bide pomal od zbirot na broevite xto ḱe se pojavat pri
vtorite dve frlaǌa.

1.5.20. Na dve poliǌa od xahovska tabla postaveni se dami. Da se
opredeli verojatnosta deka dvete dami ḱe se ”gaǵaat” meǵu sebe.

1.5.21. Vo edna kutija se naoǵaat n topqiǌa so nepoznata boja. Prvo,
vo kutijata se dodava edno belo topqe, a potoa na sluqaen naqin se
izvlekuva edno topqe. Da se opredeli verojatnosta deka toa ḱe bide so
bela boja. Xto se sluquva so verojatnosta koga brojot n se zgolemuva?
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1.5.22. Vo edna kutija se naoǵaat crvena, sina i zelena kocka. Stran-
ite na crvenata kocka se numerirani so broevite od 1 do 6, stranite
na sinata kocka se numerirani so broevite od 2, 4 i 6 (po dve strani
so ist broj) i kaj zelenata kocka na site xest strani se naoǵe brojot
6. Na sluqaen naqin se izbira edna kocka i se frla tri pati. Da se
opredeli verojatnosta
a) deka e izbrana zelenata kocka, ako pri site tri frlaǌa se po-

javil brojot 6;
b) deka pri trite frlaǌa po ednax se pojavile broevite 2, 4 i 6.

1.5.23. Eden puxaq se rexil da prestane da puxi. Poznato e deka, ako
eden den ne zapali cigara, verojatnosta deka slednit den ḱe zapali
e 0.3. Vo sprotivno, ako eden den zapali cigara, verojatnosta deka
sledniot den nema da zapali cigara e 0.9. Da se opredeli verojatnosta
deka n-tiot den nema da zapali cigara. Xto se sluquva koga n se
zgolemuva?
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1.6 SERIJA NA NEZAVISNI EKSPERIMENTI
(xema na Bernuli)

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

1.6.1. Ekipite X i Y igraat vo finaleto na edna koxarkarskata liga
i pobeduva ekipata koja prva ḱe stigne do 4 pobedi. Da se opredeli
verojatnosta deka ekipata X ḱe pobedi vo finaleto ako e poznato deka
taa pobeduva vo sekoj poedneqen natprevar so verojatnost 0.6.

Rexenie. Da gi definirame slednite nastani:

Ai: ekipata Y pobedila na i natprevari, i = 0, 1, 2, 3; i
B: ekipata X e sevkupen pobednik vo finaleto.

Od uslovot na zadaqata sleduva deka ekipata X e sevkupen pobednik vo fi-
naleto ako se realizira eden od nastanite A0, A1, A2 ili A3, koi se vzaemno
nezavisni. Zatoa, P (B) = P (A0+A1+A2+A3) = P (A0)+P (A1)+P (A2)+P (A3).
Ponatamu, nastanot Ai, i = 0, 1, 2, 3, e vsuxnost serija od 4+i nezavisni natpre-
vari pri xto ekipata X pobeduva so verojatnost p = 0.6 i gubi so verojatnost
1− p = 0.4. Od tie priqini P (Ai) =

`
4+i
4

´ · p4 · (1− p)i i

P (B) =

 
4

4

!
·p4 ·(1−p)0 +

 
5

4

!
·p4 ·(1−p)1 +

 
6

4

!
·p4 ·(1−p)2 +

 
7

4

!
·p4 ·(1−p)3,

t.e., P (B) = 0, 990144.

1.6.2. Koj od slednite nastani e so najmala verojatnost:

A: da se pojavi barem edna xestka pri 6 frlaǌa na kocka;

B: da se pojavat barem dve xestki pri 12 frlaǌa na kocka;

C: da se pojavat barem tri xestki pri 18 frlaǌa na kocka?

Rexenie. Da je opredelime verojatnosta na nastanot A. Ovde se raboti za
serija od xest frlaǌa na kocka koi se nezavisni pomeǵu sebe, a verojatnosta da
se pojavi brojot 6 pri sekoe frlaǌe na kockata e p = 1/6. Zatoa, za sprotivniot
nastan na nastanot A (toa e nastanot A : da ne se pojavi xestka pri 6 frlaǌa
na kocka), imame P (A) =

`
6
0

´
p0(1 − p)6 =

`
5
6

´6
. Od ovde, za verojatnosta na
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nastanot A imame P (A) = 1 − P (A) = 1 − ` 5
6

´6 ≈ 0.66510. Na sliqen naqin se
dobiva deka

P (B) = 1− P (B) = 1−
" 

12

0

!
p0(1− p)12 +

 
12

1

!
p1(1− p)11

#
=

= 1−
„

5

6

«12

− 12 · 1

6
·
„

5

6

«11

≈ 0.61867

i

P (C) = 1−
"„

5

6

«18

+ 18 · 1

6
·
„

5

6

«17

+ 153 ·
„

1

6

«2

·
„

5

6

«16
#
≈ 0.59735.

Sleduva deka najmala verojatnost za realizacija ima nastanot C.

1.6.3. Dadeni se dva koncentriqni kruga so radiusi r = 5 i R = 10.
Na sluqaen naqin se biraat n = 10 toqki vo pogolemiot krug. Da se
opredeli verojatnosta deka k = 8 od tie toqki ḱe le�at vo pomaliot
krug.

Rexenie. Soglasno geometriskata verojatnost, verojatnosta sekoja od slu-
qajno izbranite toqki od pogolemiot krug da le�i vo pomaliot e koliqnik na
nivnite ploxtini i iznesuva p = r2π

R2π
= r2

R2 = 0.25. Bidejḱi ovaa verojatnost
e ista za site toqki, sleduva deka verojatnosta vo pomaliot krug da le�at
k = 8 toqki e

`
n
k

´
pk(1− p)n− k =

`
10
8

´
0.2580.752 ≈ 0.000386.

1.6.4. Da se opredeli verojatnosta deka pri 2n frlaǌa na moneta n
pati ḱe se pojavi pismo i n pati ḱe se pojavi grb. Kako se menuva taa
verojatnost so promena na n?

Rexenie. Razgleduvame serija od 2n eksperimenti pri xto oqekuvame n pati
da se pojavi pismo (toa povlekuva deka n pati ḱe se pojavi glava). Verojat-
nosta za pojavuvaǌe na pismo pri sekoe frlaǌe na monetata (eksperiment) iz-
nesuva p = 1

2
. Zatoa baranata verojatnost e P (n) =

`
2n
n

´
pn(1− p)2n−n =

`
2n
n

´
1

22n .
Ponatamu,

P (n + 1)

P (n)
=

(2n+2)!
(n+1)!(n+1)!

· 1
22n+2

(2n)!
n!n!

· 1
22n

= (n + 1)

„
n +

1

2

«
> 1,

odnosno P (n + 1) > P (n), za n ∈ N. Od ovde sleduva deka verojatnosta raste so
zgolemuvaǌeto na n.
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1.6.5. Poseduvame tri nehomogeni moneti takvi xto verojatnosta za
pojava na pismo kaj sekoja od niv e 0.4, 0.7 i 0.8, soodvetno. Na sluqaen
naqin izbrana e edna od monetite, frlena e osum pati i pri toa tri
pati se pojavilo pismo. Da se opredeli verojatnosta deka e izbrana
vtorata moneta.

Rexenie. Da gi razgledame slednite nastani
Ai: izbrana e i−tata moneta, i = 1, 2, 3; i
B: pri 8 frlaǌa na sluqajno izbrana moneta 3 pati se pojavilo pismo.

Verojatnosta za realizacija na nastanite A1, A2 i A3 e podednakva i iznesuva
P (A1) = P (A2) = P (A3) = 1/3. Ovie nastani se disjunktni po parovi i gi
opfaḱaat site mo�nosti vo pogled na izborot na moneta. So toa se ispolneti
uslovite za primena na formulite na Bejes, pa zatoa za baranata verojatnost
imame

P (A2|B) =
P (B|A2)P (A2)

P (B|A1)P (A1) + P (B|A2)P (A2) + P (B|A3)P (A3)
. (1.2)

Sega, da pretpostavime deka e izbrana prvata moneta. Togax, verojatnosta
deka vo serija od osum frlaǌa na monetata tri pati ḱe se pojavi pismo e
P (B|A1) =

`
8
3

´ ·0.43 · (1−0.4)5 ≈ 0.27869. Sliqno, P (B|A2) =
`
8
3

´ ·0.73 · (1−0.7)5 ≈
0.04668 i P (B|A3) =

`
8
3

´ · 0.83 · (1− 0.8)5 ≈ 0.00918. So zamena na vrednostite vo
(1.2) dobivame P (A2|B) = 0.65737.

1.6.6. Verojatnosta za pojava na defekt kaj sekoj od motorite na avi-
onot ednakva e na p. Motorite se rasipuvaat nezavisno eden od drug,
a avionot mo�e da leta ako rabotat poveḱe od polovina od vgradenite
motori. Dali e pobezbedno da se leta so avion so tri ili pet motori.

Rexenie. Avion so tri motori bezbedno ḱe leta ako mu se rasipat 0 ili 1
motor. Znaqi, verojatnosta deka ḱe imame bezbeden let so avion so tri motori
e

P1 =

 
3

0

!
p0(1− p)3 +

 
3

1

!
p1(1− p)2 = (1− p)3 + 3p(1− p)2 = (1 + 2p)(1− p)2.

Sliqno, verojatnosta deka ḱe imame bezbeden let so avion so pet motori, t.e.,
verojatnosta deka od pet motori ḱe se rasipat 0, 1 ili 2 e

P2 =

 
5

0

!
p0(1− p)5 +

 
5

1

!
p1(1− p)4 +

 
5

2

!
p2(1− p)3 =

= (1− p)5 + 5p(1− p)4 + 10p2(1− p)3 = (1 + 3p + 6p2)(1− p)3.
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Ponatamu, P2 − P1 = 6p2(1− p)2( 1
2
− p). Zatoa za p < 1/2 dobivame P2 − P1 > 0,

t.e. P2 > P1, pa verojatnosta deka ḱe imame bezbeden let e pogolema kaj avion
so pet motori. Ako p > 1/2 togax P2 < P1 i pobezbedno e da se leta so avion so
tri motori. Vo sluqajot koga p = 1/2 bezbednosta za letaǌe e ista kaj dvata
tipa avioni.

1.6.7. Vo edna serija od n = 10 nezavisni eksperimenti, verojatnosta
za realizacija na nastanot A e p = 0.3.

a) Da se opredeli verojatnosta deka nastanot A ḱe se realizira
barem ednax;

b) Kolku pati treba da se povtori eksperimentot taka xto so vero-
jatnost pogolema od α = 0.99 mo�e da tvrdime deka nastanot A ḱe
se realizira barem ednax?

v) Za koja vrednost na p mo�e so verojatnost pogolema od α = 0.99
da tvrdime deka nastanot A ḱe se realizira barem ednax pri
n = 10 povtoruvaǌa na eksperimentot?

Rexenie.
a) Verojatnosta deka ḱe se sluqi spreotivnoto, t.e., deka vo serija od

n = 10 nezavisni eksperimanti nastanot A nema da se realizira iz-
nesuva

`
n
0

´
p0(1− p)n = (1− p)n. Znaqi verojatnosta deka nastanot A ḱe se

realizira barem ednax e 1− (1− p)n ≈ 0.97175.

b) Vrz osnova na rexenieto na delot (a) sleduva deka baranata vrednost za
n e najmaliot priroden broj koj ja zadovoluva neravenkata 1− (1− p)n >
α, t.e., (1 − p)n < 1 − α. Po logaritmiraǌeto na obete strani, vodejḱi
smetka deka ln(1 − p) < 0, dobivame n > ln(1−α)

ln(1−p)
≈ 12.91139. Znaqi: ako

eksperimentot se povtori 13 pati togax verojatnosta deka nastanot A
ḱe se realizira barem ednax e pogolema od 0.99.

v) Povtorno vrz osnova na rexenieto na delot (a) sleduva deka p mo�e da
primi bilo koja vrednost pomala ili ednakva na 1 xto go zadovoluva
neravenstvoto 1− (1− p)n > α, odnosno p > 1− n

√
1− α ≈ 0.36904.

Dopolnitelni zadaqi

1.6.8. Kolkava e verojatnosta deka vo eden avtobus od 40 luǵe ḱe ima
poveḱe od 1 so sini oqi ako se znae deka deka sekoj desetti qovek ima
sini oqi?
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1.6.9. Homogena numerirana kocka se frla 18 pati. Da se opredeli
verojatnosta na sekoj od nastanite:

A: vo prvite xest frlaǌa se pojavila barem edna xestka;
B: vo prvite 12 frlaǌa se pojavile barem dve xestki;
C: vo site 18 frlaǌa se pojavile barem tri xestk.

1.6.10. Da se opredeli verojatnosta deka pri 10 frlaǌa na moneta
pismo ḱe se pojavi 4, 5 ili 6 pati.

1.6.11. Verojatnosta deka potroxuvaqkata na voda vo edna fabrika
ḱe bide vo voobiqaenite granici e 3/4. Da se opredeli verojatnosta
deka potroxuvaqkata na voda vo fabrikata vo tekot na xest posledo-
vatelni denovi ḱe bide vo voobiqaenite granici:
a) toqno eden den;
b) barem eden den;
v) nitu eden den;
g) site denovi.

1.6.12. Neka toqkite M, N P se sredini na stranite na triagolnikot
ABC. Da se opredeli verojatnosta od 10 sluqajno izbrani toqki od
vnatrexnosta na triagolnikot ABC barem 8 ḱe le�at vo vnatrexnosta
na triagolnikot MNP.

1.6.13. Vo edna kutija se naoǵaat 2 beli, 2 crni i 6 zeleni topqiǌa
koi se razlikuvaat samo po bojata. Na sluqaen naqin se izvlekuvaat
20 topqiǌa taka xto sekoe izvleqeno topqe se vraḱa vo kutijata. Da
se opredeli verojatnosta pri toa da se izvleqeni 12 beli i 8 crni
topqiǌa.

1.6.14. Da se opredeli verojatnosta deka pri xest frlaǌa na moneta
ḱe se pojavat barem tri pisma.

1.6.15. Xto e poverojatno: pri pet frlaǌa na moneta da se pojavat
toqno tri pisma ili pri osum frlaǌa na moneta da se pojavat toqno
qetiri pisma.
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1.6.16. Eden student polaga ispit koj se sostoi od 10 praxaǌa, sekoe
so po tri ponudeni odgovori od koi samo eden e toqen. Studentot na
sluqaen naqin go bira odgovorot na sekoe praxaǌe. Da se opredeli
verojatnosta deka studentot ḱe go polo�i ispitot ako za polo�uvaǌe
potrebno e da ima barem 6 toqni odgovori.

1.6.17. Vo edna serija 6% od proizvodite se neispravni. Kolku pro-
izvodi treba da se zemat od serijata za verojatnosta meǵu niv da ima
neispraven proizvod bide ne pomala od 0.95?

1.6.18. Vo edna kutija ima 8 beli i 12 crni topqiǌa koi se razliku-
vaat samo po bojata. Kolku pati treba da izvleqeme po edno topqe
i potoa da go vratime vo kutijata za so verojatnost pogolema od 0.9
garantirame deka barem ednax ḱe izvleqeme belo topqe?

1.6.19. Da se opredeli verojatnosta za pojava na xkart pri proiz-
vodstvoto na eden artikal, za so verojatnost od 0.99 da mo�eme da
tvrdime deka meǵu 10 artikli ima barem eden xkart.

1.6.20. Edna moneta se frla deset pati. Da se opredeli verojatnosta
deka pri prvite pet frlaǌa ḱe se pojavi ist broj na pisma kako i pri
vtorite pet frlaǌa.
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SLUQAJNI PROMENLIVI

2.1 DISKRETNI SLUQAJNI PROMENLIVI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

2.1.1. Da se proveri dali slednite sluqajni promenlivi se so ramno-
merna diskretna raspredelba:

a) X1: brojot koj se pojavuva pri frlaǌe na kocka;

b) X2: rodendenot na sluqajno izbran qovek roden vo godina koja ne
e prestapna;

v) X3: brojot na frlaǌa na moneta do pojavuvaǌe na pismo.

Rexenie.
a) Pri frlaǌe na kocka mo�e da se pojavat broevite od 1, 2, 3, 4, 5 i 6,

pri xto verojatnosta za pojavuvaǌe na sekoj od niv e ednakva i iznesuva
1/6. Znaqi P (X1 = i) = 1

6
, i = 1, 2, . . . 6.

b) Da gi numerirame denovite vo godinata so broevite od 1 do 365. Vero-
jatnosta deka sluqajno izbran qovek e roden na i-tiot den vo godinata
ne zavisi od i i iznesuva 1/365, t.e., P (X2 = i) = 1

365
, i = 1, 2, . . . 365.

v) Verojatnosta za pojavuvaǌe na pismo pri frlaǌe na moneta e p = 1/2.
Soglasno zadaqata 1.4.14(a), verojatnosta deka pismo prv pat ḱe se po-
javi pri i-toto frlaǌe e (1 − p)i−1p, t.e., P (X3 = i) = (1 − p)i−1p = 1

2i ,
i = 1, 2, 3, . . . . Znaqi verojatnosta zavisi od i.

53
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Zakluqok: sluqajnite promenlivi X1 i X2 se so ramnomerna diskretna ras-
predelba, dodeka sluqajnata promenliva X3 ne, taa e so ??? raspredelba.

2.1.2. Edna moneta se frla 8 pati. Da se opredeli zakonot i funkci-
jata na raspredelba na sluqajnata promenliva koja go oznaquva brojot
na pisma xto se pojavile pri toa, kako i verojatnosta deka toj broj e
paren. Kolkavo e soodvetnoto matematiqko oqekuvaǌe i disperzija?

Rexenie. Neka so X ja oznaqime sluqajnata promenliva koja go dava brojot
na pojavuvaǌa na pismo pri 8 frlaǌa na moneta. Znaqi imame serija od
n = 8 identiqni i nezavisni pomeǵu sebe eksperimenti, takvi xto pri sekoj
od niv mo�ni se dve realizacii: pismo - so verojatnost p = 1/2 i glava - so
verojatnost 1− p = 1/2. Sleduva deka sluqajnata promenliva X e so binomna
raspredelba, odnosno, verojatnosta deka pri 8 frlaǌa na moneta pismo ḱe
se pojavi k pati, t.e., deka sluqajnata promenliva X ḱe dobie vrednost k,
k = 0, 1, . . . 8, e

pk = P (X = k) =

 
8

k

!
pk(1− p)8−k =

 
8

k

!
1

28
.

Zatoa zakonot na raspredelbata na verojatnostite za sluqajnata promenliva
X e

X =

„
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1

256
1
32

7
64

7
32

35
128

7
32

7
64

1
32

1
256

«
.

Funkcijata na raspredelbata na verojatnostite za sluqajnata promenliva X
e FX(x) = P (X < x) =

P
k<x pk, t.e.,

FX(x) =

8
>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

0, x ≤ 0
p0 = 1

256
, 0 < x ≤ 1

p0 + p1 = 9
256

, 1 < x ≤ 2
p0 + p1 + p2 = 37

256
, 2 < x ≤ 3P3

k=0 pk = 93
256

, 3 < x ≤ 4P4
k=0 pk = 163

256
, 4 < x ≤ 5P5

k=0 pk = 219
256

, 5 < x ≤ 6P6
k=0 pk = 247

256
, 6 < x ≤ 7P7

k=0 pk = 255
256

, 7 < x ≤ 8P8
k=0 pk = 1, 8 < x

.

Matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X e MX = np = 8 · 1
2

= 4
a disperzijata e DX = np(1− p) = 8 · 1

2
· 1

2
= 2.
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2.1.3. Grupa od 20 studenti polo�ila odreden ispit. Pri toa 10 stu-
denti dobile ocena 8, 6 studenti dobile ocena 9 i 4 studenti dobile
ocena 10. Sluqajno se izbiraat dvajca studenti. Da se opredeli za-
konot i funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X koja
ja oznaquva srednata vrednost od ocenkite na dvata izbrani studenti.
Potoa da se opredelat nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe i disperzija.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X mo�e da dobie nekoja od slednite vred-
nosti: 8+8

2
= 8, 8+9

2
= 8.5, 9+9

2
= 9, 9+10

2
= 9.5 ili 10+10

2
= 10. Verojatnosta

sluqajno izbran student da polo�il so ocena 8 iznesuva 10
20

= 0.5, so ocena 9
iznesuva 6

20
= 0.3 i so ocena 10 iznesuva 4

20
= 0.2. Zatoa

P (X = 8) = 0.52 = 0.25,

P (X = 8.5) = 2 · 0.5 · 0.3 = 0.3,

P (X = 9) = 0.32 + 2 · 0.5 · 0.2 = 0.29,

P (X = 9.5) = 2 · 0.3 · 0.2 = 0.12 i

P (X = 10) = 0.22 = 0.04,

odnosno zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X e

X =

„
8 8.5 9 9.5 10

0.25 0.3 0.29 0.12 0.04

«
.

Od ovde, soodvetnata funkcija na raspredelba e

FX(x) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

0, x ≤ 8
0.25, 8 < x ≤ 8.5

0.25 + 0.3 = 0.55, 8.5 < x ≤ 9
0.25 + 0.55 + 0.29 = 0.84, 9 < x ≤ 9.5

0.25 + 0.55 + 0.29 + 0.12 = 0.96, 9.5 < x ≤ 10
0.25 + 0.55 + 0.29 + 0.12 + 0.04 = 1, 10 < x

,

a matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata se soodvetno

MX = 8 · P (X = 8) + 8.5 · P (X = 8.5) + 9 · P (X = 9)+

+ 9.5 · P (X = 9.5) + 10 · P (X = 10) = 8.7

i

DX = 82 · P (X = 8) + 8.52 · P (X = 8.5) + 92 · P (X = 9)+

+ 9.52 · P (X = 9.5) + 102 · P (X = 10)− 8.72 = 0.305.
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2.1.4. Da se opredeli parametarot a kaj sluqajnata promenliva X koja
ima zakon na raspredelba
a) P (X = n) = a

(
5
n

)
, n = 0, 1, 2, . . . , 5;

b) P (X = n) = a · 22−n, n ∈ R.

Vo delot (a) da se opredeli MX i DX.

Rexenie.
a) Od P (X = 0) + P (X = 1) + · · ·+ P (X = 5) = 1 sleduva

a ·
" 

5

0

!
+

 
5

1

!
+ · · ·+

 
5

5

!#
= 1,

odnosno a · 25 = 1 i a = 1
25 = 1

32
. Ponatamu,

MX =

5X
n=0

nP (X = n) =
1

25

"
0 ·
 

5

0

!
+ 1 ·

 
5

1

!
+ · · ·+ 5 ·

 
5

5

!#
= 2.5

i

DX =

5X

k=0

n2P (X = n)− (MX)2 = 3.35.

b) So ogled na toa deka treba da va�i
P∞

n=1 P (X = n) = 1, dobivame

2a + a +
1

2
a +

1

22
a + · · ·+ 1

2k−2
a + . . . = 1,

2a

„
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2k−1
+ . . .

«
= 1,

2a · 1

1− 1
2

= 1,

odnosno a = 1
4
.

2.1.5. Vo edno ezero ima nepoznat broj na pastrmki. Za da se opredeli
nivniot broj uloveni se 600 pastrmki, oznaqeni se i vrateni se vo
ezeroto. Po eden mesec povtorno se uloveni 100 pastrmki meǵu koi
imalo 10 oznaqeni.
a) Koj e najverojatniot broj na pastrmki vo ezeroto?
b) Ako vo ezeroto imalo 4000 pastrmki, od koi 600 se obele�ani, da

se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe na brojot na obele�ani
meǵu 100 uloveni pastrmki.
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Rexenie.
a) Neka vo ezeroto ima N pastrmki i neka sluqajnata promenliva X go

oznaquva brojot na obele�ani pastrmki pomeǵu 100-te uloveni pri vto-
roto loveǌe. Togax X ima binomna raspredelba pri xto n = 100 i
verojatnosta deka nekoja od pastrmkite e obele�ana e p = 600

N
. Za mate-

matiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X mo�e da smetame deka
iznesuva 10 bidejḱi pomeǵu 100-te pastrmki uloveni pri vtoroto loveǌe
imalo 10 obele�ani. Zatoa, MX = n · p = 60000

N
= 10, t.e., najverojatniot

broj na pastrmki vo ezeroto e N = 6000.

b) Vo soglasnost so analizata vo delot (a) imame N = 4000, n = 100 i
p = 600

4000
= 0.15. Zatoa, MX = n · p = 15.

2.1.6. Edna avionska kompanija ima soznanie deka 4% od luǵeto koi ḱe
kupat karta ne se pojavuvaat pri poletuvaǌeto na avionot. Zaradi toa
tie za avion so 98 sedixta tie prodavaat 100 karti. Da se opredeli
verojatnosta deka sekoj patnik koj ḱe kupi karta i ḱe se pojavi pri
poletuvaǌeto na avionot ḱe ima slobodno sedixte ako se znae deka za
dadeniot let kompanijata prodala 100 karti.

Rexenie. Neka X e sluqajnata promenliva koja go oznaquva brojot na luǵe
koi kupile karta i ne se pojavile pri poletuvaǌeto na avionot. Taa ima
binomna raspredelba za koja n = 100 i p = 4% = 0.04. Togax baranata vero-
jatnost e

P (X ≥ 2) = 1− P (X < 2) = 1− P (X = 0)− P (X = 1).

Bidejḱi n = 100 ≥ 30 i np = 4 ≤ 10 mo�eme da izvxime aproksimacija na
binomnata raspredelba so Puasonova, t.e., da zememe deka P (X = k) =

`
n
k

´
pk(1−

p)n−k ≈ λk

k!
e−λ, kade λ = np = 4. So ovaa aproksimacija izbegnuvame presmetka

na (1−p)100 = 0.96100 i (1−p)99 = 0.9699 koja mo�e da se realizira edinstveno
so primena na kompjuter. Koneqno,

P (X ≥ 2) ≈ 1− 40

0!
e−4 − 41

1!
e−4 = 1− 5e−4 ≈ 0.908.

2.1.7. (problem na V. Feler) �iveete vo ju�en London za vreme na
Vtorata svetska vojna. Toj del od gradot mo�e da se podeli na 100
delovi so ednakva povrxina. Ako pri edno bombardiraǌe se isfrleni
500 bombi nad ju�en London kolkava e verojatnosta deka delot vo koj
vie �iveete nema da bide pogoden? Koj e najverojatniot broj na bombi
koi ḱe go pogodat delot vo koj �iveete?
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Rexenie. Neka sluqajnata promenliva X go oznaquva brojot na bombi koi go
pogodile delot vo koj �iveete. Taa e so binomna raspredelba za koja n = 500
i p = 1

100
= 0.01. Verojatnosta deka delot voj �iveete nema da bide pogoden e

P (X = 0) =
`

n
0

´
p0(1−p)100. Zaradi nemo�nosta da presmetame (1−p)100 = 0.99100,

a koristejḱi deka n = 500 ≥ 30 i np = 5 ≤ 10, vrxime aproksimacija na
binomnata raspredelba so Puasonova, pa taka baranata verojatnost e

P (X = 0) ≈ (np)k

k!
e−np = e−5 ≈ 0.0067.

Najverojatniot broj na bombi koi ḱe go pogodat delot vo koj �iveete e vsux-
nost matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X, MX = np = 5.

Dopolnitelni zadaqi

2.1.8. Homogena kocka se frla dva pati. Neka sluqajnata promenliva
X go oznaquva pogolemiot od dvata broevi koi pri toa se pojavile.
Da se opredeli nejziniot zakon i funkcija na raspredelba. Potoa da
se opredeli verojatnosta P (2 ≤ X ≤ 5).

2.1.9. Da se opredelat zakonot i funkcijata na raspredelba na slu-
qajnata promenliva X koja gi prima vrednostite 0, 1, 2, 3 i 4 so
ednakvi verojatnosti.

2.1.10. Homogena kocka se frla 4 pati. Neka X e brojot na xestki,
a Y brojot na parni broevi xto se pojavile pri toa. Da se opre-
deli zakonot na raspreelba na sluqajnite promenlivi X i Y, nivnite
matematiqki oqekuvaǌa i disperzii.

2.1.11. Verojatnosta deka proizveden televizor ḱe bide neispraven e
1/100. Neka e X brojot na neispravni vo edna serija od 100 televi-
zori. Da se opredeli raspredelbata na sluqajnata promenliva X i
verojatnosta deka vo serijata ḱe ima barem 2 neispravni televizori.
Koj e najverojatniot broj na neispravni televizori vo serijata od 100
i kolkava e ”najverojatnata” grexka xto se pravi pri taa procenka?

2.1.12. Matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X izne-
suva 12.5, a disperzijata 3.48. Da se opredeli matematiqkoto oqeku-
vaǌe i disperzija na slednite sluqajni promenlivi: a) 3X; b) X − 10;
v) X/5; g) 2X+5

6 .



2.1. Diskretni sluqajni promenlivi 59

2.1.13. Homogena kocka se frla se do pojavata na edinica, a najmnogu
4 pati. Da se opredeli raspredelbata na sluqajnata promenliva koja
go oznaquva brojot na frlaǌa, nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe i
disperzija.

2.1.14. Vo edna grupa se naoǵaat 10 ma�i i 20 �eni. Na sluqaen
naqin formirana e delegacija od tri qlena. Da se opredeli raspre-
delbata na sluqajnata promenliva koja go oznaquva brojot na ma�i vo
delegacijata.

2.1.15. Vo edna kutija se naoǵaat 6 beli i 24 crni topqiǌa. Neka
e X brojot na crni topqiǌa pomegju 5 sluqajno izbrani topqiǌa.
Da se opredeli raspredelbata na sluqajnata promenliva X, nejzinoto
matematiqko oqekuvaǌe i disperzija ako izvleqenite topqiǌa
a) se vraḱaat vo kutijata;
b) ne se vraḱaat vo kutijata.

2.1.16. Edno nauqno istra�uvaǌe poka�alo deka brojot na pogolemi
prolizguvaǌa na zemjixteto vo Kanada vo period od 5000 godini iz-
nesuva 1.57 na 100 km2.

a) Da se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe i standardnata devi-
jacija na sluqajnata promenliva X koja go oznaquva brojot na
pogolemi prolizguvaǌa na zemjixteto vo Kanada na sekoi 100
km2 vo period od 5000 godini;

b) Da se opredeli verojatnosta deka brojot na pogolemi prolizgu-
vaǌa na zemjixteto vo Kanada na sekoi 100 km2 vo period od 5000
godini e pogolem ili ednakov na 3.

2.1.17. Neka brojot na mikropuknatini vo dadena serija proizvodi e
so Poasonova raspredelba i neka sredniot broj na mikropuknatini
iznesuva 2.5.
a) Da se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe i standardnata devi-

jacija na sluqajnata promenliva X koja go oznaquva brojot na
mikropuknatini kaj sluqajno izbran proizvod od serijata;

b) Da se opredeli verojatnosta deka sluqajno izbran proizvod ḱe
ima toqno 5 mikropuknatini;

v) Da se opredeli verojatnosta deka sluqajno izbran proizvod ḱe
ima barem 2 mikropuknatini.
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2.1.18. Edno istra�uvaǌe poka�alo deka vo prosek samo 1 od 1000
luǵe e so odredena retka krvna grupa. Da se opredeli verojatnosta
deka vo mesto so 10000 �iteli nema nitu eden so taa krvna grupa.

2.1.19. Eden pekar vo smesata za proizvodstvo na 500 parqiǌa torta
stava 1000 lexnici. Sluqajnata promenliva X go oznaquva brojot
na lexnici vo sluqajno izbrano parqe torta i toj broj ne mo�e da
bide pogolem od 5. Da se opredeli raspredelbata na sluqajnata pro-
menliva X i verojatnosta deka sluqajno izbrano parqe torta ḱe ima
toqno 2 lexnici.

2.1.20. Verojatnosta deka vo edna nuklearna centrala ḱe dojde do
pogolem incident e 0.001. Ako vo Evropa ima 100 nuklearni centrali
da se opredeli verojatnosta deka vo tekot na godinata ḱe ima barem
eden pogolem incident. Koj e ”najverojatniot” broj na incidenti vo
tekot na edna godina?

2.1.21. Poznato e deka vo edna serija proizvodi 1% se defektni. Da
se opredeli verojatnosta deka pomeǵu 200 proizvodi
a) nitu eden nema da bide defekten;
b) ḱe ima poveḱe od tri defektni.

2.1.22. Verojatnosta deka eden proizvod e defekten iznesuva 0.001.
Da se opredeli verojatnosta deka od 5000 ispitani proizvodi barem
dva se defektni. Koj e ”najverojatniot” broj na defektni proizvodi?

2.2 NEPREKINATI SLUQAJNI PROMENLIVI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

2.2.1. Da se skicira grafikot na dadenite funkcii i za sekoja od niv
da se proveri dali pretstavuva funkcija na raspredelba na nekoja
sluqajna promenliva. Vo potvrden sluqaj da se opredeli soodvetnata
gustina na raspredelba.
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F1(x) =





0, x ≤ π/2
| cosx|, π/2 < x ≤ π

1, x > π
;

F2(x) =





0, x ≤ 1
log10 x, 1 < x ≤ 10

1, x > 10
;

F3(x) =





0, x ≤ −1√
1− x2, −1 < x ≤ 0

1, x > 0
;

F4(x) =
{

0, x ≤ 0
1− 2

3e−
2
3 x − 1

3e−
1
3 x, x > 0

.

Rexenie. Graficite na funkciite F1(x), F2(x), F3(x) i F1(x) dadeni se na
crte�ite x, y, z i q, soodvetno. Od graficite mo�e da se uoqi deka site
qetiri funkcii gi zadovoluvaat potrebnite i dovolni uslovi za tie da bidat
funkcii na raspredelba na nekoja sluqajna promenliva (limx→−∞ F (x) = 0,
limx→+∞ F (x) = 1, F (x) e monotono rasteqka i neprekinata od levo). Soodvet-
nite gustini na raspredelba p(x) se dobivaat vo toqkite vo koi funkcijata na
raspredelba F (x) e diferencijabilna koristejḱi deka p(x) = F ′(x). Zatoa

p1(x) =


0, x /∈ `π

2

´
sin x, x ∈ `π

2

´ ;

p2(x) =


0, x /∈ (1, 10)
1

x ln 10
, x ∈ (1, 10)

;

p3(x) =

(
0, x /∈ (−1, 0)

− x√
1−x2

, x ∈ (−1, 0) ;

p4(x) =


0, x ≤ 0

4
9
e−

2
3 x + 1

9
e−

1
3 x, x > 0

.

2.2.2. Da se proveri dali funkciite

p1(x) =





0, x /∈ [0, 2)
2x, x ∈ [0, 0.5)

2x− 1, x ∈ [0.5, 1)
2x− 2, x ∈ [1, 1.5)
2x− 3, x ∈ [1.5, 2)

i p2(x) =





0, x /∈ [0, 3] ili x ∈ [1, 2]
1
2 , x ∈ [0, 1)
1
2 , x ∈ [2, 3)

.

pretstavuvaat gustina na raspredelba na nekoja sluqajna promenliva
i vo potvrden sluqaj da se opredeli soodvetnata funkcija na raspre-
delba. Da se skiciraat graficite na dadenite i dobienite funkcii.



62 Glava 2. SLUQAJNI PROMENLIVI

Rexenie. Graficite na funkciite p1(x) i p2(x) dadeni se na crte�ite x i
y, soodvetno. Ponatamu, potrebni i dovolni uslovi funkcija p(x) da bide
gustina na raspredelba se: p(x) ≥ 0 za sekoe x ∈ R i

R +∞
−∞ p(x)dx = 1. Od

crte�ite x i y mo�e da se zakluqi deka funkciite p1(x) i p2(x) go zadovolu-
vaat prviot uslov, a vo vrska so vtoriot imame:

Z +∞

−∞
p1(x)dx =

Z 0

−∞
p1(x)dx

| {z }
I1

+

Z 2

0

p1(x)dx +

Z +∞

2

p1(x)dx

| {z }
I6

=

=

Z 0.5

0

2xdx

| {z }
I2

+

Z 1

0.5

(2x− 1)dx

| {z }
I3

+

Z 1.5

1

(2x− 2)dx

| {z }
I4

+

Z 2

1.5

(2x− 3)dx

| {z }
I5

=

= x2
˛̨
˛
0.5

0
+ (x2 − x)

˛̨
˛
1

0.5
+ (x2 − 2x)

˛̨
˛
1.5

1
+ (x2 − 3x)

˛̨
˛
2

1.5
= 1

i
Z +∞

−∞
p2(x)dx =

Z 0

−∞
p2(x)dx

| {z }
J1

+

Z 1

0

p2(x)dx

| {z }
J2

+

Z 2

1

p2(x)dx

| {z }
J3

+

Z 3

2

p2(x)dx

| {z }
J4

+

+

Z +∞

3

p2(x)dx =

Z 1

0

1

2
dx

| {z }
J2

+

Z 2

1

1

2
dx

| {z }
J4

=
1

2
x
˛̨
˛
1

0
+

1

2
x
˛̨
˛
2

1
= 1.

Znaqi obete funkcii, p1(x) i p2(x) se gustini na raspredelba na nekoja slu-
qajna promenliva. Soodvetnite funkcii na raspredelba gi dobivame koris-
tejḱi deka F (x) =

R x

−∞ p(t)dt. Znaqi,

F1(x) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

R x

−∞ p(x)dx =
R x

−∞ 0 · dx = 0, x ≤ 0

I1 +
R x

0
2xdx = x2, 0 < x ≤ 0.5

I1 + I2 +
R x

0.5
(2x− 1)dx = x2 − x + 0.5, 0.5 < x ≤ 1

I1 + I2 + I3 +
R x

1
(2x− 1)dx = x2 − 2x + 1.5, 1 < x ≤ 1.5

I1 + I2 + I3 + I4 +
R x

1.5
(2x− 2) = x2 − 3x + 3, 1.5 < x ≤ 2R x

−∞ p(x)dx =
R +∞
−∞ p(x)dx = 1, 2 < x

i

F2(x) =

8
>>>><
>>>>:

R x

−∞ p(x)dx =
R x

−∞ 0 · dx = 0, x ≤ 0

J1 +
R x

0
(1/2)dx = x/2, 0 < x ≤ 1

J1 + J2 +
R x

1
0 · dx = 1/2, 1 < x ≤ 2

J1 + J2 + J3 +
R x

2
(1/2)dx = (x− 1)/2, 2 < x ≤ 3R x

−∞ p(x)dx =
R +∞
−∞ p(x)dx = 1, 3 < x

.
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2.2.3. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba pX(x) =
a

1+x2 . Da se opredeli vrednosta na parametarot a, funkcijata na ras-
predelba na sluqajnata promenliva X i verojatnosta X da dobie vred-
nost pomeǵu -1 i 1.

Rexenie. Za opredeluvaǌe na vrednosta na parametarot a ḱe iskoristime
deka potreben uslov funkcijata pX(x) da bide gustina na raspredelba na
nekoja sluqajna promenliva e

R +∞
−∞ pX(x)dx = 1. Od ovde

Z +∞

−∞
pX(x)dx =

Z +∞

−∞

a

1 + x2
dx = a arctan x

˛̨
˛
+∞

−∞
= a

hπ
2
−
“
−π

2

”i
= a · π = 1,

odnosno a = 1
π
. Soodvetnata funkcija na raspredelba e

FX(x) =

Z x

−∞
pX(t)dt =

Z x

−∞

a

1 + t2
dt =

1

π
arctan t

˛̨
˛
x

−∞
=

1

π

h
arctan x−

“
−π

2

”i
=

=
1

π

“
arctan x +

π

2

”
.

Verojatnosta sluqajnata promenliva X da dobie vrednost pomeǵu -1 i 1 e

P (−1 < X < 1) = FX(1)− FX(−1) =
1

π

“
arctan 1 +

π

2

”
− 1

π

“
arctan(−1) +

π

2

”
=

=
1

π
[arctan 1− arctan(−1)] =

1

π

hπ
4
−
“
−π

4

”i
=

1

2

2.2.4. Neka X e sluqajna promenliva so gustina na raspredelba

pX(x) =
{

ax + b, x ∈ (−1, 1)
0, x /∈ (−1, 1) .

Da se opredeli parametarot b i da se oceni parametarot a. Ponatamu,
da se opredelat i matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqaj-
nata promenliva X.

Rexenie. Parametarot b ḱe go opredelime koristejḱi deka
R +∞
−∞ pX(x)dx = 1 e

potreben uslov za funkcijata pX(x) da bide gustina na raspredelba na nekoja
sluqajna promenliva. Znaqi

Z +∞

−∞
pX(x)dx =

Z −1

−∞
pX(x)dx +

Z 1

−1

pX(x)dx +

Z +∞

1

pX(x)dx =

=

Z 1

−1

(ax + b)dx =

„
a

x2

2
+ bx

«˛̨
˛̨
1

−1

= 2b = 1,
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t.e., b = 1/2. Ponatamu, za gustinata treba da va�i pX(x) ≥ 0, za sekoj realen
broj x. Zatoa, od pX(x) ≥ |a| · (−1) + 1/2 ≥ 0 sleduva |a| ≤ 1/2.

Za matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X se dobiva

MX =

Z +∞

−∞
xpX(x)dx =

Z −1

−∞
xpX(x)dx +

Z 1

−1

xpX(x)dx +

Z +∞

1

xpX(x)dx =

=

Z 1

−1

x(ax + b)dx =

„
a

x3

3
+ b

x2

2

« ˛̨
˛
1

−1
=

2a

3

i disperzijata e

DX =

Z +∞

−∞
x2pX(x)dx− (MX)2 =

Z −1

−∞
x2pX(x)dx +

Z 1

−1

x2pX(x)dx+

+

Z +∞

1

x2pX(x)dx− (MX)2 =

Z 1

−1

x2(ax + b)dx−
„

2a

3

«2

=

=

„
a

x4

4
+ b

x3

3

« ˛̨
˛̨
˛

1

−1

−
„

2a

3

«2

=
2b

3
− 4a2

9
=

1

3
− 4a2

9
.

2.2.5. Pauzata pomeǵu dve posledovatelni operacii kaj edna maxina e
sluqajna promenliva X so ramnomerna raspredelba pomeǵu 0.5 i 2.25
s. Da se opredeli
a) matematiqkoto oqekuvaǌe µ i standardnata devijacija σ na pau-

zata pomeǵu dve posledovatelni operacii;
b) verojatnosta P (µ− 2σ < X < µ + 2σ); i
v) verojatnosta deka pauzata ḱe bide pomala od 1 s.

Rexenie.
a) Sluqajnata promenliva X ima ramnomerna raspredelba pomeǵu a = 0.5

i b = 2.25. Zatoa nejzinata gustina na raspredelba e

pX(x) =


0, x /∈ (0.5, 2.25)

1
2.25−0.5

= 4
7
, x ∈ (0.5, 2.25)

,

matematiqkoto oqekuvaǌe e

µ = MX =

Z +∞

−∞
xpX(x)dx =

Z 2.25

0.5

x · 4

7
· dx =

2x2

7

˛̨
˛
2.25

0.5
= 1.375

i disperzijata e

σ = DX =

Z +∞

−∞
x2pX(x)dx− (MX)2 =

Z 2.25

0.5

x2 · 4
7
·dx−1.3752 ≈ 0.2552.
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b) Koristejḱi gi vrednostite na µ i σ dobieni vo delot (a), dobivame deka
µ− 2σ = 0.8646 i µ + 2σ = 1.8854. Zatoa

P (µ−2σ < X < µ+2σ) =

Z 1.8854

0.8646

pX(x)dx =

Z 1.8854

0.8646

4

7
dx =

4

7
x
˛̨
˛
1.8854

0.8646
≈ 0.5833.

v) Baranata verojatnost e

P (X < 1) =

Z 1

−∞
pX(x)dx =

Z 1

0.5

4

7
dx =

4

7
x
˛̨
˛
1

0.5
=

2

7
.

2.2.6. Neka sluqajnata promenliva X e so normalna raspredelba so
parametri µ = 70 i σ = 10. Da se presmeta:
a) P (X < 60);
b) P (X > 50);
v) P (X > 90);
g) P (60 < X < 85).

Rexenie. Na poqetokot da zabele�ime deka Z = X−70
10

e standardiziranata
sluqajna promenliva za sluqajnata promenliva X. Vo delovite (v) i (g) ḱe
iskoristime deka P (Z > a) = P (Z < −a) i P (Z < a) = P (Z > −a) = 1− P (Z ≤
−1), soodvetnno.

a) P (X < 60) = P
`
Z < 60−70

10

´
= P (Z < −1) = 0.15866;

b) P (X > 50) = P
`
Z > 50−70

10

´
= P (Z > −2) = 1 − P (Z ≤ −2) = 1 − 0.02275 =

0.97725;

v) P (X > 90) = P
`
Z > 90−70

10

´
= P (Z > 2) = P (Z < −2) = 0.02275;

g) P (60 < X < 85) = P
`

60−70
10

< Z < 85−70
10

´
= P (−1 < Z < 1.5) = P (Z <

1.5) − P (Z ≤ −1) = P (Z > −1.5) − P (Z ≤ −1) = 1 − P (Z ≤ −1.5) − P (Z ≤
−1) = 1− 0.06681− 0.15866 = 0.77453.

2.2.7. Eden proizvoditel nudi le�ixta qij dijametar X e sluqajna
promenliva so normalna raspredelba so parametri µ = 1 cm i σ =
0.002 cm. Kupuvaqot pobaruva le�ixta so dijametar 1± 0.003 cm.
a) Kolkav procent od le�ixtata ne go zadovoluvaat baraǌeto na

kupuvaqot?
b) So podobrena kontrola na kvalitetot proizvoditelot mo�e da

ja namali vrednosta na σ. Koja e najgolemata vrednost na σ xto
garantira deka pomalku od 1% od le�ixtata ne go zadovoluvaat
baraǌeto na kupuvaqot?
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Rexenie.
a) Kupuvaqot pobaruva le�ixta qij dijametar X se naoǵa vo intervalot

od 1 − 0.003 = 0.997 cm do 1 + 0.003 = 1.003 cm. Verojatnosta sluqajno
izbrano le�ixte da ne go zadovoluva ova baraǌe e

1− P (0.997 ≤ X ≤ 1.003) = 1− P

„
0.997− 1

0.002
≤ Z ≤ 1.003− 1

0.002

«
=

= 1− P (−1.5 ≤ Z ≤ 1.5) = 1− [P (Z ≤ 1.5)− P (X < −1.5)] =

= 1− [P (Z ≥ −1.5)− P (X < −1.5)] =

= 1− [1− P (Z < 1.5)− P (X < −1.5)] =

= 2P (Z < −1.5) = 2 · 0.06681 = 0.13362.

Ovde vodeno e smetka deka X e sluqajna promenliva so normalna raspre-
delba i Z = X−1

0.002
e nejzinata standardiziranata sluqajna promenliva.

Isto taka, iskoristeno e deka P (Z < a) = P (Z > −a) = 1 − P (Z ≤ −a).
Znaqi 13.362% od le�ixtata ne go zadovoluvaat baraǌeto na kupuvaqot.

b) Sliqno kako vo delot (a), procentot na le�ixta koi ne go zadovolu-
vaat baraǌeto na kupuvaqot ednakov e na verojatnosta sluqajno izbrano
le�ixte da ne gi zadovoluva tie baraǌa, t.e., ednakov e na

1− P (0.997 ≤ X ≤ 1.003) = 1− P

„
0.997− 1

σ
≤ Z ≤ 1.003− 1

σ

«
=

= 1− P

„
−0.003

σ
≤ Z ≤ 0.003

σ

«
= 2 · P

„
Z < −0.003

σ

«
.

Sleduva deka P
`
Z < − 0.003

σ

´
< 0.005 = 1%

2
. Ponatamu, od tablicata na

standardiziranata normalna raspredelba konstatirame deka verojat-
nosta koja e pomala od 0.005, a istovremeno najblisku do nea e 0.00494,
t.e., P (Z < −2.58) = 0.00494. Zatoa − 0.003

σ
= −2.58 i σ ≈ 0.00116 cm.

2.2.8. Brojot na poeni so koi e ocenet studentot na eden ispit e slu-
qajna promenliva X so normalna raspredelba so parametri µ i σ.
Profesorot gi formira ocenkite spored tabelata

poeni ocenka

µ + σ ≤ X 10
µ ≤ X< µ + σ 9

µ− σ ≤ X< µ 8
µ− 2σ ≤ X< µ− σ 7
µ− 3σ ≤ X< µ− 2σ 6

X< µ− 3σ 5
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Kolkav procent od studentite koi go polagale ispitot ḱe dobie ocenka
10, 9, 8, 7, 6, 5?

Rexenie. Procentot na studenti koi ḱe dobijat opredelena ocena ednakov e
na verojatnosta sluqajno deka izbran student ḱe ja dobie istata taa ocena.
Vo ponatamoxnite analizi Z = X−70

10
e standardiziranata sluqajna promen-

liva za sluqajnata promenliva X. Togax koristejḱi P (Z ≥ a) = P (Z ≤ −a)
dobivame

P (X ≥ µ + σ) = P

„
Z ≥ (µ + σ)− µ

σ

«
= P (Z ≥ 1) = P (Z ≤ −1) = 0.15866,

odnosno 15.866% od studentite ḱe dobijat ocena 10. Ponatamu, od P (Z < a) =
1− P (z ≤ −a) dobivame

P (µ ≤ X < µ + σ) = P

„
µ− µ

σ
Z <

(µ + σ)− µ

σ

«
= P (0 ≤ Z < 1) =

= P (Z < 1)− P (Z < 0) = 1− P (Z ≤ −1)− P (Z < 0) =

= 1− 0.15866− 0.5 = 0.34134

i sleduva deka 34.134% od studentite ḱe dobijat ocena 9. Na sliqen naqin se
dobiva (proveri) deka

P (µ− σ ≤ X < µ) = 0.34134, P (µ− 2σ ≤ X < µ− σ) = 0.13591,

P (µ− 3σ ≤ X < µ− 2σ) = 0.0214, P (X < µ− 3σ) = 0.00135.

Na toj naqin ja dobivme slednata raspredelba ocena-procent od studenti koi
ḱe ja dobijat taa ocena:

ocenka procent

10 15.866
9 34.134
8 34.134
7 13.591
6 2.140
5 0.135

2.2.9. Neka vremeto potrebno za popravka na eden avtomobil e slu-
qajna promenliva X so eksponencijalna raspredelba so parametar
λ = 1/2.

a) Da se opredeli verojatnosta deka popravkata ḱe trae pomalku od
4 qasa.
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b) Ako popravkata trae poveḱe od 2 qasa, da se opredeli verojat-
nosta deka ḱe trae pomalku od 8 qasa.

Rexenie. Spored uslovot na zadaqata X e sluqajna promenliva so eksponen-
cijalna raspredelba so parametar λ = 1/2, t.e., ima gustina na raspredelba

pX(x) =


1
2
e−x/2, x ≥ 0
0, x < 0

.

a) Spored toa verojatnosta deka popravkata ḱe trae pomalku od 4 qasa e

P (X < 4) =

Z 4

−∞
pX(x)dx =

Z 0

−∞
p(x)dx +

Z 4

0

pX(x)dx =

Z 4

0

1

2
e−x/2 =

= −e−x/2
˛̨
˛
4

0
= 1− 1

e2
≈ 0.86466.

b) Koristejḱi go svojstvoto na ”zaboravaǌe” na sluqajnite promenlivi
so eksponencijalna raspredelba, P (X > r + s|X > r) = P (X > s), za
baranata verojatnost dobivame

P (X > 8|X > 2) = P (X > 6) = 1− P (X ≤ 6) = 1−
Z 6

0

1

2
e−x/2 =

= 1 + e−x/2
˛̨
˛
6

0
=

1

e3
≈ 0.049787.

Dopolnitelni zadaqi

2.2.10. Sluqajnata promenliva X ima funkcija na raspredelba

a) F (x) =
{

a
λeλx, x ≤ 0

1− a
λe−λx, x > 0 , λ e proizvolen parametar;

b) F (x) =





0, x ≤ 0
x2/a, 0 < x ≤ 2

1, x > 2
;

v) F (x) =





0, x ≤ 0
a(1− cos x), 0 < x ≤ π

1, x > π
.

Da se opredeli koeficientot a, gustinata na raspredelba, matemati-
qkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata promenliva X.
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2.2.11. Gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva X e

a) p(x) =
{

k|x|, x ∈ [−2, 1]
0, x /∈ [−2, 1] ;

b) p(x) =
{

k cos 2x, x ∈ [−π
4 , π

4

]
0, x /∈ [−π

4 , π
4

] ;

v) p(x) = k
1+x2 .

Da se opredeli koeficientot k, funkcijata na raspredelba, matema-
tiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata promenliva X. Potoa
da se opredeli P

(
X ≤ 1

2

)
.

2.2.12. Sluqajnata promenliva X ima uniformna raspredelba U(0, a)
i pri toa P (X < 2) = 0.3. Da se opredeli koeficientot a, funkcijata
na raspredelba, matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqaj-
nata promenliva X.

2.2.13. Edna toqka e sluqajno frlena vo krug so radius R. Vero-
jatnosta toqkata da padne vo dadena podoblast od krugot e propor-
cionalna so ploxtinata na podoblasta. Da se opredelat funkcijata
i gustinata na raspredelba da sluqajnata promenliva xto go oznaquva
rastojanieto na toqkata do cektarot na krugot.

2.2.14. Skalata na eden meraq e so qekor 0.2. Kolkava e verojat-
nosta deka otqituvajḱi ja vrednosta od meraqot ḱe napravime grexka
pogolema od 0.025, ako pri otqituvaǌeto se vrxi zaokru�uvaǌe na
najbliskata vrednost od podelbata?

2.2.15. Neka vremeto (mereno vo godini) od kupuvaǌeto na avtomobil
do prvata poseriozna popravka e sluqajna promenliva so eksponenci-
jalna raspredelba so parametar λ = 1/4. Da se opredli verojatnosta
deka avtomobil kupen denes nema da treba da se poprava vo slednite
4 godini.

2.2.16. Poznato e deka vekot na traeǌe na edna sijalica e sluqajna
promenliva so gustina na raspredelba p(t) = λ2te−λt, kade λ = 0.05.
Kolkavo e matematiqkoto oqekuvaǌe i standardnata devijacija na ve-
kot na traeǌe na sluqajno izbrana sijalica?
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2.2.17. Vo edna valavnica na qeliqni slapovi izlezniot proizvod e
lim qija debelina e sluqajna promenliva so ramnomerna raspredelba
pomeǵu 150 i 200 mm. Limovite so debelina pomala od 160 mm treba
ne gi zadovoluvaat baraǌata na naraqatelot.

a) Da se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe i standardnata devi-
jacija na debelinata na proizvedeniot lim.

b) Kolkav procent od proizvodstvoto na valavnicata ne go zadovo-
luva baraǌeto na naraqatelot?

2.2.18. Neka X e sluqajna promenliva so gustina na raspredelba

p(x) =
{

0, x /∈ (−1, 1)
ax2 + bx + c, x ∈ (−1, 1) .

Da se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqaj-
nata promenliva X. Da se opredelat vrednostite na a, b i c ako MX = 0
i DX = 1/2.

2.2.19. Vekot na traeǌe na standardna neonska cefka e sluqajna pro-
menliva so normalna raspredelba so parametri µ = 7000 qasovi i
σ = 1000 qasovi. Eden proizvoditel objavuva deka proizvel neonska
cefka qij vek na traeǌe e sluqajna promenliva so normalna raspre-
delba so parametri µ = 7500 qasovi i σ = 1200 qasovi. Koja cefka e
poverojatno deka ḱe ima vek na traeǌe

a) pogolem od 9000 qasovi;

b) pomal od 5000 qasovi?

2.3 DVE SLUQAJNI PROMENLIVI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi
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2.3.1. Vo edna kutija se naoǵaat pet numerirani topqiǌa. Na sluqaen
naqin se izvlekuvaat edno po drugo dve topqiǌa i neka sluqajnite
promenlivi X1 i X2 go oznaquvaat brojot na prvoto, odnosno vtoroto
topqe. Da se opredeli dali ovie dve sluqajni promenlivi se nezav-
isni ako prvoto izvleqeno topqe:
a) se vraḱa vo kutijata;
b) ne se vraḱa vo kutijata.

Rexenie.
a) Spored klasiqnata definicija na verojatnost, zakonite na raspredelba

na sluqajnite promenlivi X1 i X2 se

X1 =

„
1 2 3 4 5
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

«
i X2 =

„
1 2 3 4 5
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

«
,

a, za zaedniqkiot zakon na raspredelba, imame P (X1 = i∧X2 = j) = 1

V
2
5

=

1/25 = 0.04, i, j = 1, 2, . . . 5, t.e.,

Y
1 2 3 4 5

1 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
2 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
3 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
4 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04

X

5 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04

Od ovde, P (X1 = i ∧ X2 = j) = 1
25

= 1
5
· 1

5
= P (X1 = i) · P (X2 = j), i, j =

1, 2, . . . 5. Znaqi sluqajnite promenlivi X1 i X2 se meǵusebno nezavisni.

b) Ako prvoto izvleqeno topqe ne se vraḱa vo kutijata togax zakonot na
raspredelba na sluqajnata promenliva X1 ne se menuva, no vo vrska so
X2 imame P (X2 = i) = 4

V 2
5

= 4
20

. Za zaedniqkiot zakon na raspredelba

imame P (X1 = i∧X2 = i) = 0, i = 1, 2, . . . 5, bidejḱi ne e mo�no pri prvoto
i vtoroto izvlekuvaǌe da izvleqeme topqe numerirano so ist broj. Zatoa
P (X1 = i∧X2 = i) = 0 6= 1

5
· 4
20

= P (X1 = i)·P (X2 = i), i = 1, 2, . . . 5, odnosno
sluqajnite promenlivi X1 i X2 ne se meǵusebno nezavisni.

2.3.2. Realizirani se dve serii od po qetiri frlaǌa na numerirana
kocka. Neka sluqajnite promenlivi X i Y go oznaquvaat brojot na
xestki vo prvata i vtorata serija, soodvetno. Da se opredeli: P (X =
Y ), P (X > Y |Y = 2) i P (X > Y ).
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Rexenie. Razgleduvame dve serii od po qetiri nezavisni eksperimenti i
pri toa registrirame dali ḱe se pojavi ili ne brojot xest, a verojatnosta da
se pojavi e 1

6
. Znaqi sluqajnite promenlivi X i Y se so binomna raspredelba

B(4, 1/6). Uxte poveḱe tie se i nezavisni meǵu sebe. Toa intuitivno e jasno
bidejḱi se raboti za dve serii eksperimenti pri xto ednata ne vlijae na bilo
koj naqin na drugata. Istoto mo�e matematiqki da se potvrdi na sliqen naqin
kako vo delot (a) od zadaqata 2.3.1.

a) Od nezavisnosta na nastanite X i Y, kako i od svojstvata na konjunkcija
i disjunkcija na dve sluqajni promenlivi (analogno so presek i unija
na sluqajni nastani) sleduva

P (X = Y ) =

= P ((X = 0 ∧ Y = 0) ∨ (X = 1 ∧ Y = 1) ∨ · · · ∨ (X = 4 ∧ Y = 4)) =

= P (X = 0)P (Y = 0) + P (X = 1)P (Y = 1) + · · ·+ P (X = 4)P (Y = 4) =

=

4X
i=0

" 
4

i

!
·
„

1

6

«i

·
„

5

6

«4−i
#2

=
1

64
·

4X
i=0

 
4

i

!2

· 58−2i =???.

b) Spored formulata za uslovna verojatnost, P (A|B) = P (AB)/P (B), imame

P (X > Y |Y = 2) =

=
P (X > Y ∧ Y = 2)

P (Y = 2)
=

P (X > 2)

P (Y = 2)
=

P (X = 3 ∨X = 4)

P (Y = 2)
=

=
P (X = 3) + P (X = 4)

P (Y = 2)
=

`
4
3

´ · ` 1
6

´3 · ` 5
6

´1
+
`
4
4

´ · ` 1
6

´4 · ` 5
6

´0
`
4
2

´ · ` 1
6

´2 · ` 5
6

´2 =?????.

v) Vrz osnova na objasnuvaǌata vo delovite (a) i (b), imajḱi vo predvid
deka P (X > 4) = 0, imame

P (X > Y ) =

4X
i=0

P (X > i ∧ Y = i) =

=

4X
i=0

P (X > i|Y = i)P (Y = i) =

4X
i=0

P (X > i)P (Y = i) =

=

3X
i=0

"
4X

j=i+1

 
4

j

!
·
„

1

6

«j

·
„

5

6

«4−j
#
·
" 

4

i

!
·
„

1

6

«i

·
„

5

6

«4−i
#

=??????.

2.3.3. Vo edna kutija se naoǵaat dve beli i qetiri crni topqiǌa. Na
sluqaen naqin, bez vraḱaǌe izvlekuvame edno po drugo dve topqiǌa.
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Neka sluqajnite promenlivi X i Y go oznaquvaat brojot na beli to-
pqiǌa vo prvoto i vtoroto izvlekuvaǌe, soodvetno. Da se opredeli
koeficientot na korelacija na sluqajnite promenlivi X i Y.

Rexenie. Koeficientot na korelacija na sluqajnite promenlivi X i Y se
presmetuva spored formulata ρ = MX·MY−M(XY )√

DX·√DY
. Za da gi presmetame golem-

inita koi se potrebni vo ovaa formula prvo treba da gi opredelime zakonite
na raspredelba za sluqajnite promenlivi X, Y i X ·Y. Sluqajnite promenlivi
X i Y mo�at da gi dobijat samo vrednostite 0 i 1. Prvo da go opredelime
nivniot zaedniqki zakon na raspredeba. Od sodr�inata na kutijata sleduva
deka

P (X = 0 ∧ Y = 0) =
4

6
· 3

5
=

6

15
,

P (X = 1 ∧ Y = 0) =
2

6
· 4

5
=

4

15
,

P (X = 0 ∧ Y = 1) =
4

6
· 2

5
=

4

15
,

P (X = 1 ∧ Y = 1) =
2

6
· 1

5
=

1

15
,

odnosno

Y
0 1

0 6/15 4/15
X 1 4/15 1/15

Od ovde

M(XY ) =

2X
i=1

2X
j=1

xiyjpi,j = 0 · 0 · 6

15
+ 0 · 1 · 4

15
+ 1 · 0 · 4

15
+ 1 · 1 · 1

15
=

1

15
.

Ponatamu, od zaedniqkiot zakon na raspredelba na sluqajnite promenlivi X
i Y sleduva

X =

„
0 1

6
15

+ 4
15

4
15

+ 1
15

«
=

„
0 1
2
3

1
3

«

i

Y =

„
0 1

6
15

+ 4
15

4
15

+ 1
15

«
=

„
0 1
2
3

1
3

«
.

Zatoa

MX = 0 · 2

3
+ 1 · 1

3
=

1

3
, MY = 0 · 2

3
+ 1 · 1

3
=

1

3
,

DX = 02 · 2

3
+ 12 · 1

3
− (MX)2 =

2

9
, DY = 02 · 2

3
+ 12 · 1

3
− (MX)2 =

2

9



74 Glava 2. SLUQAJNI PROMENLIVI

i

ρ =
1
9
· 1

9
− 1

15q
2
9
·
q

2
9

= −11

45
≈ −0.244.

2.3.4. Vo eden proizvodstven proces sluqajnata promenliva X go ozna-
quva brojot na maxini koi se na raspolagaǌe, a Y brojot na proizvodi
koi vo istiot moment se obrabotuvaat. Zaedniqkiot zakon na raspre-
delba na sluqajnite promenlivi X i Y daden e so slednata tabela.

Y
1 2 3 4

0 0.03 0.1 0.2 0.1
1 0.05 0.08 0.1 0.05
2 0.03 0.01 0.05 0.05X
3 0 0.1 0.05 0

a) Da se opredelat marginalnite raspredelbi na verojatnostite na
sluqajnite promenlivi X i Y ;

b) Da se opredeli raspredelbata na uslovnite verojatnostite na
sluqajnata promenliva Y ako e poznato deka X = 1, t.e., da se
opredeli verojatnosta deka vo procesot na proizvodstvo ḱe se
obrabotuvaat 1, 2, 3 ili 4 proizvodi, ako se znae deka na raspo-
lagaǌe ḱe bide edna maxina;

v) Da se opredeli raspredelbata na uslovnite verojatnostite na
sluqajnata promenliva Y ako e poznato deka X > 1, t.e., da se
opredeli verojatnosta deka vo procesot na proizvodstvo ḱe se
obrabotuvaat 1, 2, 3 ili 4 proizvodi, ako se znae deka na raspo-
lagaǌe ḱe bide poveḱe od edna maxina;

g) Dali sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni;
d) Da se opredeli koeficientot na korelacija na sluqajnite pro-

menlivi X i Y.

Rexenie.
a) Za da ja dobieme marginalnata raspredelba na verojatnostite na slu-

qajnata promenliva X potrebno e da opredelime P (X = 0), P (X = 1),
P (X = 2) i P (X = 4). Imajḱi vo predvid deka X mo�e da dobie vred-
nost 0 vo situacija koga Y dobiva vrednost 1, 2, 3 ili 4, verojatnosta
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P (X = 0) ja presmetuvame kako zbir od verojatnostite na qetiri vzaemno
disjunktni nastani, t.e.

P (X = 0) =

= P ((X = 0 ∧ Y = 1) ∨ (X = 0 ∧ Y = 2) ∨ · · · ∨ (X = 0 ∧ Y = 4)) =

= P (X = 0 ∧ Y = 1) + P (X = 0 ∧ Y = 2) + · · ·+ P (X = 0 ∧ Y = 4) =

= 0.03 + 0.1 + 0.2 + 0.1 = 0.43.

Na sliqen naqin se dobiva deka

P (X = 1) = 0.05 + 0.08 + 0.1 + 0.05 = 0.28,

P (X = 2) = 0.03 + 0.01 + 0.05 + 0.05 = 0.14 i

P (X = 3) = 0 + 0.1 + 0.05 + 0 = 0.15,

odnosno, marginalnata raspredelba na verojatnostite na X e

X =

„
0 1 2 3

0.43 0.28 0.14 0.15

«
.

Analogno

Y =

„
1 2 3 4

0.11 0.29 0.4 0.2

«
.

b) Spored formulata za uslovna verojatnost P (A|B) = P (AB)/P (B), imaḱi
gi vo predvid zaedniqkata raspredelba na sluqajnite promenlivi X i
Y, kako i raspredelbata na sluqajnata promenliva X dobiena vo delot
(a), dobivame

P (Y = 1|X = 1) =
P (Y = 1 ∧X = 1)

P (X = 1)
=

0.05

0.28
=

5

28
,

P (Y = 2|X = 1) =
P (Y = 2 ∧X = 1)

P (X = 1)
=

0.08

0.28
=

8

28
,

P (Y = 3|X = 1) =
P (Y = 3 ∧X = 1)

P (X = 1)
=

0.1

0.28
=

10

28
i

P (Y = 4|X = 1) =
P (Y = 4 ∧X = 1)

P (X = 1)
=

0.05

0.28
=

5

28
,

odnosno

(Y |X = 1) =

„
1 2 3 4
5
28

8
28

10
28

5
28

«
.
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v) Analogno na delot (b) imame

P (Y = 1|X > 1) =
P (Y = 1 ∧X > 1)

P (X > 1)
=

=
P ((Y = 1 ∧X = 2) ∨ (Y = 1 ∧X = 3)

P (X = 2 ∨X = 3)
=

=
P (Y = 1 ∧X = 2) + P (Y = 1 ∧X = 3)

P (X = 2) + P (X = 3)
=

=
0.03 + 0

0.14 + 0.15
=

3

29
,

P (Y = 2|X > 1) =
P (Y = 2 ∧X > 1)

P (X > 1)
=

0.01 + 0.1

0.14 + 0.15
=

11

29
,

P (Y = 3|X > 1) =
P (Y = 3 ∧X > 1)

P (X > 1)
=

0.05 + 0.05

0.14 + 0.15
=

10

29
,

P (Y = 4|X > 1) =
P (Y = 4 ∧X > 1)

P (X > 1)
=

0.05 + 0

0.14 + 0.15
=

5

29
,

i

(Y |X > 1) =

„
1 2 3 4
3
28

11
28

10
28

5
28

«
.

g) Od P (X = 0 ∧ Y = 1) = 0.03, P (X = 0) = 0.43 i P (Y = 1) = 0.11 sle-
duva deka P (X = 0 ∧ Y = 1) 6= P (X = 0)P (Y = 1), odnosno sluqajnite
promenlivi X i Y se zavisni meǵu sebe.

d) Od zaedniqkata raspredelba na sluqajnite promenlivi X i Y sleduva

M(XY ) =

4X
i=1

4X
j=1

xiyjpi,j = 0 · 1 · 0.03 + 0 · 2 · 0.1 + 0 · 3 · 0.2 + 0 · 4 · 0.1+

+ 1 · 1 · 0.05 + · · ·+ 3 · 1 · 0 + 3 · 2 · 0.1 + 3 · 3 · 0.05 + 3 · 4 · 0 = 2.61.

Ponatamu, znaejḱi gi raspredelbite na verojatnostite na sluqajnite
promenlivi X i Y, sliqno kako vo rexenieto na zadaqa 2.3.3, dobivame

MX = 1.01, DX = 1.1699,

MY = 2.69, DY = 0.8339,

i koeficientot na korelacija na sluqajnite promenlivi X i Y e

ρ =
MX ·MY −M(XY )√

DX · √DY
≈ 0.108.
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2.3.5. Zaedniqkiot zakon na raspredelba na sluqajnite promenlivi X
i Y daden e so slednata tabela

Y
-1 0 1

0 0 1/3 0
X

1 1/3 0 1/3

Da se poka�e deka sluqajnite promenlivi X i Y ne se korelirani
meǵu sebe, t.e., deka nivniot koeficientot na korelacija e nula, no
deka se meǵusebno zavisni.

Rexenie. Na sliqen naqin kako vo rexenieto na zadaqa 2.3.4 dobivame

M(XY ) =
1

3
· 0 · 0 +

1

3
· 1 · (−1) +

1

3
· 1 · 1 = 0.

Ponatamu, marginalnite raspredelbi na verojatnostite na sluqajnite pro-
menlivi X i Y se

X =

„
0 1

1/3 2/3

«
i Y =

„ −1 0 1
1/3 1/3 1/3

«
.

Od ovde,

MX = 0 · 1

3
+ 1 · 2

3
=

2

3
,

MY = (−1) · 1

3
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

3
= 0,

odnosno ρ = 0. Od druga strana, od

P (X = 0 ∧ Y = 0) = 1/3 6= P (X = 0)P (Y = 0) = 1/3 · 1/3,

sleduva deka sluqajnite promenlivi X i Y se zavisni meǵu sebe.

2.3.6. Neka A(x, y) e sluqajno izbrana toqka od kvadratot [0, 1]× [0, 1],
t.e., neka x i y se sluqajno izbrani broevi od segmentot [0, 1]. Koi
parovi od slednite sluqajni promenlivi se nezavisni: X1 = x2; X2 =
y2 i X3 = x + y?

Rexenie. Za da odgovorime na praxaǌeto potrebno e prvo da gi opredelime
funkciite na raspredelba F1(t1), F2(t2) i F3(t3) na sluqajnite promenlivi
X1, X2 i X3, soodvetno. Sega ḱe go iskoristime principot na geometriska
verojatnost. Za opredeluvaǌe na F1(t1) = P (X1 ≤ t1) = P (x2 ≤ t1) = P (x ≤ √

t1)
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prostorot od elementarni nastani e Ω1 = [0, 1], a mno�estvoto od povolni
nastani e A1 = {x ∈ Ω1 : x ≤ √

t1}. Zatoa

F1(t1) =
m(A1)

m(Ω1)
=

8
<
:

0, t1 < 0√
t1, 0 ≤ t1 ≤ 1
1, t1 > 1

.

Sliqno F2(t2) = F1(t2). Ponatamu, F3(t3) = P (X3 ≤ t3) = P (x + y ≤ t3), pa
prostorot od elementarni nastani e Ω3 = [0, 1]×[0, 1], a mno�estvoto od povolni
nastani e A3 = {(x, y) ∈ Ω3 : x + y ≤ √

t3}. Zatoa ako t3 < 0 togax A3 = ∅ i
F3(t3) = 0. Sliqno, ako t3 ≥ 2 togax A3 = Ω3 i F (t3) = 1. Sega, ako 0 ≤ t3 ≤ 1
togax mno�estvoto od povolni nastani se sostoi od toqkite od zatemnetiot
del od ramninata na crte� ??, pa m(A3) = t23/2 i F (t3) = t23/2. Na sliqen naqin,
za 1 < t3 < 2 imame A3 kako na crte� ??? i F3(t3) = 1− (2− t3)

2/2. Zatoa

F3(t3) =
m(A3)

m(Ω3)
=

8
>><
>>:

0, t1 ≤ 0
t23/2, 0 < t1 ≤ 1

1− (2− t3)
2/2, 1 < t3 ≤ 2

1 t1 > 2

.

Za zaedniqkata funkcija na raspredelba na sluqajnite promenlivi X1 i X2,
F12(t1, t2) = P (X1 ≤ t1 ∧X2 ≤ t2) = P (x ≤ √

t1 ∧ y ≤ √
t2), prostorot od elemen-

tarni nastani e Ω12 = [0, 1] × [0, 1]. Ponatamu, poradi x, y ∈ [0, 1] mno�estvoto
od povolni nastani A12 = ∅ vo sluqaite koga t1 < 0 ili t2 < 0, i A12 = Ω12

koga t1 > 1 i t2 > 1. Za sluqaite koga t1 ∈ [0, 1] ili t2 ∈ [0, 1] va�i slednata
analiza:

A12 =

8
<
:

ˆ
0,
√

t1
˜× [0, 1], t1 ∈ [0, 1] i t2 ≥ 1 (crte� ??)

[0, 1]× [0,
√

t2], t1 ≥ 1 i t2 ∈ [0, 1] (crte� ??)ˆ
0,
√

t1
˜× [0,

√
t2], t1 ∈ [0, 1] i t2 ∈ [0, 1] (crte� ??)

.

Soglasno toa

F12(t1, t2) =
m(A12)

m(Ω12)
=

8
>>>><
>>>>:

0, t1 < 0 ili t2 < 0√
t1, t1 ∈ [0, 1] i t2 ≥ 1√
t2, t1 ≥ 1 i t2 ∈ [0, 1]√
t1t2 t1 ∈ [0, 1] i t2 ∈ [0, 1]
1 t1 > 1 i t2 > 1

.

Od ovde lesno se zakluquva deka F12(t1, t2) = F1(t1) · F2(t2), xto znaqi deka
sluqajnite promenlivi X1 i X2 se nezavisni pomeǵu sebe.

Sluqajnite promenlivi X1 i X3 se zavisni pomeǵu sebe bidejḱi F13(t1, t3) =
P (X1 ≤ t1 ∧X3 ≤ t3)
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2.3.7. Zaedniqkata gustina na raspredelba na neprekinatite sluqajni
promenlivi X i Y e

p(x, y) =
{

Cx, (x, y) ∈ [0, y]× [0, 1]
0, (x, y) /∈ [0, y]× [0, 1] .

a) Da se opredeli vrednosta na parametarot C;
b) Da se opredeli zaedniqkata funkcija na raspredelba na sluqaj-

nite promenlivi X i Y ;
v) Da se opredelat marginalnite gustini na raspredelba na slu-

qajnite promenlivi X i Y ;
g) Da se opredeli uslovnata gustina na raspredelba za sluqajnata

promenliva X pri poznata vrednost na sluqajnata promenliva Y ;

d) Dali sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni;
ǵ) Da se opredeli koeficientot na korelacija na sluqajnite pro-

menlivi X i Y.

Rexenie.
a) Vrednosta na parametarot C ḱe ja opredelime od uslovot

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
p(x, y)dxdy = 1.

Integrirajḱi ja gustinata p(x, y) na triagolnata oblast dadena na cr-
te�ot ? i definirana so 0 ≤ x ≤ y i 0 ≤ y ≤ 1, dobivame

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
p(x, y)dxdy =

Z 1

0

Z y

0

Cx dxdy =

Z 1

0

„
C

x2

2

«˛̨
˛̨
y

0

dy =

=

Z 1

0

C
y2

2
dy = C

y3

6

˛̨
˛̨
1

0

=
C

6
.

Koristejḱi go gorenavedeniot uslov imame C/6 = 1, odnosno C = 6.

b) Zaedniqkata funkcija na raspredelba na sluqajnite promenlivi X i Y
opredelena e so

F (x, y) =

Z x

−∞

Z y

−∞
p(u, v)dudv.

Vrednosta na ovoj dvoen integral zavisi od vrednostite na x i y. Posto-
jat pet mo�nosti koi se ilustrirani na soodvetni crte�i i problemot
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se sveduva na integriraǌe na gustinata p(u, v) na potemno isenqenata
oblast od srte�ite. Potoqno

b1) x ≤ 0 ili y ≤ 0 : F (x, y) =

Z x

−∞

Z y

−∞
0 · dudv = 0;

b2) 0 < x ≤ y i 0 < y ≤ 1 : F (x, y) =

Z x

0

Z y

u

6u dvdu = x2(3y − 2x);

b3) 0 < x ≤ 1 i 1 < y : F (x, y) =

Z x

0

Z 1

u

6u dvdu = x2(3− 2x);

b4) y < x i 0 < y ≤ 1 : F (x, y) =

Z y

0

Z y

u

6u dvdu = y3;

b5) 1 < x i 1 < y : F (x, y) =

Z 1

0

Z 1

u

6u dvdu = 1.

v) Spored definicijata na marginalnata gustina na raspredelba, za x ∈
[0, 1] sleduva

pX(x) =

Z +∞

−∞
p(x, y)dy =

Z 1

x

6x dy = 6xy|1x = 6x(1− x),

dodeka za x /∈ [0, 1], pX(x) = 0. Sliqno, za y ∈ [0, 1],

pY (y) =

Z +∞

−∞
p(x, y)dx =

Z y

0

6x dx = 3x2
˛̨y
0

= 3y2

i za y /∈ [0, 1], pY (y) = 0.

g) Uslovnata gustina na raspredelba za sluqajnata promenliva X pri poz-
nata vrednost na sluqajnata promenliva Y e definirana so

pX|Y =y(x) =
p(x, y)

pY (y)
,

pa zatoa za (x, y) ∈ [0, y]× [0, 1] imame pX|Y =y(x) = 2x
y2 , i za (x, y) /∈ [0, y]×

[0, 1], pX|Y =y(x) = 0.

d) Od

pX(x)pY (y) =


18xy2(1− x), (x, y) ∈ [0, y]× [0, 1]

0, (x, y) /∈ [0, y]× [0, 1]

sleduva deka p(x, y) 6= pX(x)pY (y), odnosno sluqajnite promenlivi X i Y
se zavisni meǵu sebe.
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ǵ) Za presmetka na koeficientot na korelacija potrebno ni e

M(XY ) =

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
xy p(x, y) dxdy =

Z 1

0

Z y

0

6x2y dxdy =

=

Z 1

0

2x3y
˛̨y
0

dy =

Z 1

0

2y4dy =
2y5

5

˛̨
˛̨
1

0

=
2

5
.

Ponatamu, sliqno kako vo rexenieto na zadaqa 2.2.4, MX = 1
2
, MY = 3

5
,

DX = 1
20

, DY = 9
25

i ρ =
√

5
3

.

2.3.8. Da se opredeli zaedniqkata gustina na raspredelba na sluqaj-
nite premenlivi X i Y ako zaedniqkata funkcija na raspredelba e

F (x, y) =
{

sin x cos y, 0 ≤ x ≤ π/2 i − π/2 ≤ y ≤ 0,
0, vo sprotivno .

Rexenie. Zaedniqkata gustina na raspredelba se opredeluva na sledniot
naqin:

p(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
=

 − cos x sin y, 0 ≤ x ≤ π/2 i − π/2 ≤ y ≤ 0,
0, vo sprotivno

.

Dopolnitelni zadaqi

2.3.9. Sluqajnata promenliva X ima matematiqko oqekuvaǌe 2 i di-
sperzija 3. Da se opredeli koeficientot na korelacija na sluqajnite
promenlivi X i Y = −4X + 1.

2.3.10. Od xpil so 52 karti se izvlekuvaat 5. Neka sluqajnite pro-
menlivi X i Y go oznaquvaat brojot na ”asovi” i ”dami” meǵu izvle-
qenite 5 karti. Da se opredeli zaedniqkata raspredelba na ovie dve
sluqajni promenlivi i nivniot koeficient na korelacija.

2.3.11. Neka x i y se sluqajno izbrani broevi od segmentot [0, 1]. Koi
parovi od slednite sluqajni promenlivi se nezavisni: X1 : x > 1/3;
X2 : y > 2/3; X3 : x > y i X4 : x + y < 1.



82 Glava 2. SLUQAJNI PROMENLIVI

2.3.12. Na patot od mestoto A do mestoto B ima tri semafori. Neka
sluqajnta promenliva X go oznaquva brojot na crveni svetla na se-
maforite pri patuvaǌe od A vo B, a Y brojot na crveni svetla na
semaforite pri patuvaǌe od B vo A. Edno ispituvaǌe poka�alo deka
ovie dve sluqajni promenlivi imaat zaedniqhka raspredelba dadena
so tabelata

Y
0 1 2 3

0 0.01 0.02 0.07 0.01
1 0.03 0.06 0.1 0.06
2 0.05 0.12 0.15 0.08X
3 0.02 0.09 0.08 0.05

a) Da se opredelat marginalnite raspredelbi na sluqajnite pro-
menlivi X i Y ;

b) Ako se znae deka odejḱi od A vo B sme zastanale na dva ”crveni”
semafori, da se opredeli raspredelbata na sluqajnata promen-
liva Y ;

v) Dali sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni;
g) Da se opredeli koeficientot na korelacija na sluqajnite pro-

menlivi X i Y.

2.3.13. Eden avtomobil se dvi�i na relacijana na koja ima 4 se-
mafori. Verojatnosta deka sekoj od semaforite ḱe poka�uva zeleno
svetlo koga avtomobilot ḱe pristigne do nego iznesuva 1/3. Da se
opredeli zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X koja go
oznaquva brojot na semafori xto ḱe gi pomine avtomobilot do prvoto
zastanuvaǌe. Potoa da se opredelat nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe
i disperzija.

2.3.14. Zaedniqkata gustina na raspredelba na neprekinatite sluqa-
jni promenlivi X i Y e

a) p1(x, y) =
{

Cx, (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]
0, (x, y) /∈ [0, 1]× [0, 1] ;

b) p2(x, y) =
{

x + Cy, (x, y) ∈ [1, 2]× [0, 1]
0, (x, y) /∈ [0, y]× [0, 1] ;
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v) p3(x, y) =
{

Cxy, (x, y) ∈ [0, y]× [0, 1]
0, (x, y) /∈ [0, y]× [0, 1] .

Za sekoj od ovie tri sluqai
1) Da se opredeli vrednosta na parametarot C;
2) Da se opredelat marginalnite raspredelbi na sluqajnite pro-

menlivi X i Y ;
3) Da se opredeli uslovnata gustina na raspredelba za sluqajnata

promenliva X pri poznata vrednost na sluqajnata promenliva Y ;

4) Dali sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni;
5) Da se opredeli koeficientot na korelacija na sluqajnite pro-

menlivi X i Y.

2.3.15. Za sluqajnite promenlivi so zaedniqka funkcija na raspre-
delba kako vo zadaqa 2.3.8 da se realiziraat istite baraǌa kako vo
delovite (b), (v), (g) i (d) od zadaqa 2.3.14.

2.4 FUNKCII OD SLUQAJNI PROMENLIVI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

2.4.1. Neka sluqajnata promenliva X ima zakon na raspredelba

X =
( −2 −1 0 1

0.3 0.1 0.2 0.4

)
.

Da se opredeli zakonot na raspredelba na sluqajnite promenlivi Y1 =
1 + X i Y2 = X2.

Rexenie. Sluqajnata promenliva Y1 mo�e da dobie nekoja od vrednostite -1,
0, 1 ili 2, so verojatnost

P (Y1 = −1) = P (1 + X = −1) = P (X = −2) = 0.3,

P (Y1 = 0) = P (1 + X = 0) = P (X = −1) = 0.1,

P (Y1 = 1) = P (1 + X = 1) = P (X = 0) = 0.2,

P (Y1 = 2) = P (1 + X = 2) = P (X = 1) = 0.4,
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t.e., sluqajnata promenliva Y1 ima ist zakon na raspredelba kako i sluqajnata
promenliva X. Ponatamu, sluqajnata promenliva Y2 mo�e da dobie nekoja od
vrednostite 0, 1 ili 4, so verojatnost

P (Y2 = 0) = P (X2 = 0) = P (X = 0) = 0.2,

P (Y2 = 1) = P (X2 = 1) = P (X = 1 ∧X = −1) =

= P (X = 1) + P (X = −1) = 0.4 + 0.1 = 0.5,

P (Y2 = 2) = P (X2 = 4) = P (X = −2) = 0.3,

t.e., sluqajnata promenliva Y1 ima zakon na raspredelba

Y2 =

„
0 1 4

0.2 0.5 0.3

«
.

2.4.2. Neka se dadeni sluqajnite promenlivi X i Y so slednite zakoni
na raspredelba na verojatnostite

X =
( −1 0 1 2

0.3 0.1 0.25 0.35

)
, Y =

(
0 2 4

0.3 0.1 0.6

)
.

Da se presmeta M(3X/4), D(3X/4), M(XY ) i M(X + Y ).

Rexenie. Sluqajnata promenliva 3X/4 mo�e da dobie nekoja od vrednostite
3
4
· (−1) = − 3

4
, 3

4
· 0 = 0, 3

4
· 1 = 3

4
ili 3

4
· 2 = 3

2
. Pri toa

P

„
3X

4
= −3

4

«
= P (X = −1) = 0.3, P

„
3X

4
= 0

«
= P (X = 0) = 0.1,

P

„
3X

4
=

3

4

«
= P (X = 1) = 0.25, P

„
3X

4
=

3

2

«
= P (X = 0) = 0.35.

Zatoa

3X

4
=

„ −3/4 0 3/4 3/2
0.3 0.1 0.25 0.35

«
,

M

„
3X

4

«
= −3

4
· 0.3 + 0 · 0.1 +

3

4
· 0.25 +

3

2
· 0.35 =

39

80

i

D

„
3X

4

«
=

„
−3

4

«2

· 0.3+02 · 0.1+

„
3

4

«2

· 0.25+

„
3

2

«2

· 0.35−
„

39

80

«2

=
5499

6400
.
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Ponatamu, sluqajnata promenliva XY mo�e da dobie nekoja od vrednostite
-4, -2, 0, 2, 4 ili 8, pri xto

P (XY = −4) = P (X = −1 ∧ Y = 4) = P (X = −1)P (Y = 4) = 0.3 · 0.6 = 0.18,

P (XY = −2) = P (X = −1 ∧ Y = 2) = P (X = −1)P (Y = 2) = 0.3 · 0.1 = 0.03,

P (XY = 0) = P (X = 0 ∨ Y = 0) = P (X = 0) + P (Y = 0)− P (X = 0)P (Y = 0) =

= 0.1 + 0.3− 0.1 · 0.3 = 0.37,

P (XY = 2) = P (X = 1 ∧ Y = 2) = P (X = 1)P (Y = 2) = 0.25 · 0.1 = 0.025,

P (XY = 4) = P ((X = 1 ∧ Y = 4) ∨ (X = 2 ∧ Y = 2)) =

= P (X = 1)P (Y = 4) + P (X = 2)P (Y = 2) =

= 0.25 · 0.6 + 0.35 · 0.1 = 0.185,

P (XY = 8) = P (X = 2 ∧ Y = 4) = P (X = 2)P (Y = 4) = 0.35 · 0.6 = 0.21.

Znaqi

XY =

„ −4 −2 0 2 4 8
0.18 0.03 0.18 0.025 0.185 0.21

«
,

M(XY ) = (−4) · 0.18 + (−2) · 0.03 + 0 · 0.18 + 2 · 0.025 + 4 · 0.185 + 8 · 0.21 =

= 1.69

i

D(XY ) = (−4)2 · 0.18 + (−2)2 · 0.03 + 02 · 0.18 + 22 · 0.025 + 42 · 0.185+

+ 82 · 0.21− 1.692 = 16.6439.

Sliqno se dobiva deka zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva
X + Y e

X + Y =

„ −1 0 1 2 3 4 5 6
0.09 0.03 0.105 0.115 0.205 0.095 0.15 0.21

«
,

matematiqkoto oqekuvaǌe e M(X +Y ) = 3.25 i disperzijata D(X +Y ) = 4.7675.

2.4.3. Toqno eden od xest kluqevi otkluquva dadena brava. Ako klu-
qevite gi probuvate eden po eden koj e najverojatniot broj obidi pred
da se otkluqi bravata.

Rexenie. Verojatnosta deka sluqajno izbran kluq, od dadenite xest, ja otk-
luquva bravata iznesuva p = 1/6. Neka sluqajnata promelniva X go oznaquva
redniot broj na obidot pri koj e pronajden kluqot xto ja otkluquva bravata.
Znaqi X mo�e da dobie nekoja od vrednostite 1, 2, 3, 4, 5 ili 6, i ima ge-
ometriska ??? raspredelba bidejḱi za vistinskiot kluq da bide pronajden
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pri qetvrtiot obid potrebno e prvite tri obidi da bidat neuspexni. Zatoa
P (X = i) = (1− p)i−1p = 5i−1/6i, i = 1, 2, . . . , 6, t.e.,

MX =

6X
i=1

i · P (X = i) =

6X
i=1

i · 5i−1

6i
=

1

6
+ 2 · 5

62
+ · · ·+ 6 · 55

66
≈ 1.98122.

Odnosno, najverojatniot broj obidi pred da se otkluqi bravata iznesuva
1.98122.

2.4.4. Neka promenata na cenata na akciite na berzata vo tekot na
eden den e sluqajna promenliva so raspredelba

X =
( −1 0 1 2

1/8 1/2 1/4 1/8

)
.

Da se opredeli raspredelbata, matematiqkoto oqekuvaǌe i standard-
nata devijacija na promenata na cenata na akciite posle dva posledo-
vatelni i nezavisni denovi.

Rexenie. Neka promenata na cenata na akciite vo tekot na prviot i vtoriot
den gi oznaqime so X1 i X2, soodvetno. Togax, promenata na cenata posle dva
posledovatelni i nezavisni denovi preststavuva zbir na sluqajnite promen-
livi X1 i X2. Spored uslovot na zadaqata X1 i X2 imaat zakon na raspredelba
na verojatnosta ednakov so zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva
X. Zatoa, sliqno kako vo rexenieto na zadaqata 2.4.2 dobivame

X1 + X2 =

„ −2 −1 0 1 2 3 4
1/64 1/8 5/16 9/32 3/16 1/16 1/64

«
,

M(X1 + X2) = 0.75 i
p

D(X1 + X2) ≈ 1.21191.

2.4.5. Da se opredeli gustinata na raspredelba na zbirot na dve neza-
visni sluqajni promenlivi
a) so ramnomerna raspredelba na intervalot (0, 1);
b) so eksponencijalna raspredelba so parametar λ;
v) so normalna raspredelba so parametri µ = 0 i σ = 1.

Rexenie.
a) Neka X i Y se sluqajni promenlivi so ramnomerna raspredelba na in-

tervalot (0, 1), t.e., imaat gustini na raspredelba

pX(x) = pY (x) =


1, x ∈ (0, 1)
0, x /∈ (0, 1)

.
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Togax Z = X + Y ima gustina na raspredelba

pZ(z) =

Z +∞

−∞
pX(z − y)pY (y)dy.

Bidejkji pY (y) = 1 za y ∈ [0, 1] i pY (y) = 0 za y /∈ [0, 1] dobivame

pZ(z) =

Z 1

0

pX(z − y)dy.

Sega, so smenata t = z − y imame pZ(z) =
R z

z−1
pX(t)dt. Znaqi, za z < 0 i

z > 2, gustinata pX ja integrirame na podraqje na koe ima vrednost 0,
pa zatoa pZ(z) = 0. Ponatamu, ako 0 ≤ z ≤ 1 togax z − 1 ≤ 0 i

pZ(z) =

Z z

z−1

pX(t)dt =

Z z

0

p(t)dt =

Z z

0

1 · dt = z.

Na sliqen naqin, ako 1 ≤ z ≤ 2 togax 0 ≤ z − 1 ≤ 1 i

pZ(z) =

Z z

z−1

pX(t)dt =

Z 1

z−1

p(t)dt =

Z 1

z−1

1 · dt = 2− z.

So toa dobivme deka zbirot na dve nezavisni sluqajni promenlivi so
ramnomerna raspredelba na intervalot (0, 1) ima gustina

pZ(z) =

8
<
:

z, z ∈ [0, 1]
2− z, z /∈ [1, 2]

0, vo sprotivno
.

b) Neka X i Y se sluqajni promenlivi so eksponencijalna raspredelba so
parametar λ, t.e., imaat gustini na raspredelba

pX(x) = pY (x) =


λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0
.

Togax sluqajnata promenliva Z = X + Y ima gustina na raspredelba
takva xto za z ≥ 0,

pZ(z) =

Z +∞

−∞
pX(z − y)pY (y)dy =

Z z

0

λe−λ(z−y)λe−λydy =

=

Z z

0

λ2e−λzdy = λ2ze−λz,

a za z < 0, pZ(z) = 0. Sleduva

pZ(z) =


λ2ze−λz, z ≥ 0

0, z < 0
.
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v) Sega, neka X i Y se dve nezavisni sluqajni promenlivi so standard-
izirana normalna raspredelba, t.e., so gustini

pX(x) = pY (x) =
1√
2π

e−x2/2.

Togax za gustinata na nivniot zbir Z = X + Y imame

pZ(z) =

Z +∞

−∞
pX(z − y)pY (y)dy =

1

2π

Z +∞

−∞
e−(z−y)2/2e−y2/2dy =

=
1

2π
e−z2/4

Z +∞

−∞
e−(y−z/2)2dy =

1

2π
e−z2/4√π

»
1√
π

Z +∞

−∞
e−(y−z/2)2dy

–
.

Izrazot vo zagradite ima vrednost 1 bidejḱi podintegralnata funkcija e
gustina na normalna raspredelba so parametri µ = 0 i σ =

√
2. Sleduva

pZ(z) =
1√
4π

e−z2/4.

2.4.6. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni so ramnomerna ras-
predelba na intervalite (0, 2) i (3, 4), soodvetno. Da se opredeli ras-
predelbata, matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata
promenliva Z = XY.

Rexenie. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i imaat gustini na
raspredelba

pX(x) =


1/2, x ∈ [0, 2]
0, x /∈ [0, 2]

i pY (y) =


1, x ∈ [3, 4]
0, x /∈ [3, 4]

Togax zaedniqkata funkcija na raspredelba e

F (x, y) = P (X < x ∧ Y < y) = P (X < x)P (Y < y) =

Z x

−∞
pX(t)dt ·

Z y

−∞
pY (t)dt

=

8
>>>><
>>>>:

xy/2, (x, y) ∈ (0, 2)× (3, 4)
x/2, (x, y) ∈ (0, 2)× (4,∞)
y, (x, y) ∈ (2,∞)× (3, 4)
1, (x, y) ∈ (2,∞)× (4,∞)
0, vo sprotivno

,

a zaedniqkata gustina na raspredelba e

p(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
=


1/2, (x, y) ∈ (0, 2)× (3, 4)
0, vo sprotivno

.
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Na toj naqin za matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva Z =
f(X, Y ), f(x, y) = xy, dobivame

MZ =

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
p(x, y)f(x, y) dxdy =

Z 4

3

Z 2

0

1

2
xy dxdy =

7

2
,

a za disperzijata

DZ = MZ2 − (MZ)2 =

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
p(x, y)f2(x, y) dxdy

=

Z 4

3

Z 2

0

1

2
x2y2 dxdy =

148

9
−
„

7

2

«2

=
151

36
.

2.4.7. Sluqajnata promenliva X e so normalna raspredelba. Da se
opredelat gustinite na sluqajnite promenlivi Y1 = aX + b i Y2 = eX .

Rexenie. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =
1

σ
√

2π
e
− (x−µ)2

2σ2 .

Ponatamu, funkcijata f1(x) = ax + b ima inverzna funkcija f−1
1 (x) = x−b

a
i

zatoa

pY1(x) =
˛̨
(f−1

1 (x))′
˛̨
· pX

`
f−1
1 (x)

´
=

1

|a| pX

„
x− b

a

«
=

1

|a|σ√2π
e
− (x−(aµ+b))2

2(aσ)2 ,

odnosno Y1 e sluqajna promenliva so normalna raspredelba so matematiqko
oqekuvaǌe aµ + b i standardna devijacija aσ.

Na sliqen naqin, za sluqajnata promenliva Y2 ja razgleduvame funkcija
f2(x) = ex so nejzina inverzna f−1

2 (x) = ln x i dobivame

pY2(x) =
˛̨
(f−1

2 (x))′
˛̨
· pX

`
f−1
2 (x)

´
=

1

|x| pX(ln x) =
1

|x|σ√2π
e
− (ln x−µ)2

2σ2 =

= e
− µ2

2σ2
1

|x|σ√2π
x
− ln x−2µ

2σ2 .

Ovaa gustina se narekuva logaritamska normalna gustina.

2.4.8. Dnevnata potroxuvaqka na paketi hartija vo eden smetaqki cen-
tar e sluqajna promeliva X so eksponencijalna raspredelba so matem-
atiqko oqekuvaǌe 5. Eden paket hartija koxta 2000 denari, a i vo
sluqaj da ne se potroxi hartija ima smetaqkiot centar ima fiksni
troxoci od 700 denari. Da se opredeli gustinata na raspredelbata
na dnevnite troxoci za hartija vo smetaqkiot centar i verojatnosta
deka dnevnite troxoci za hartija ḱe bidat pogolemi od 12000 denari.
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Rexenie. Dnevnata potroxuvaqka na hartija ima eksponencijalna raspre-
delba so parametar λ = 1/5 qija vrednost se dobiva od uslovot MX = 1/λ = 5.

pX(x) =


1
5
e−

λ
5 , x ≥ 0

0, x < 0
.

Spored uslovot na zadaqata troxocite za hartija vo smetaqkiot centar mo�at
da se presmetaat spored formulata Y = 2000X + 700 denari. Postapuvajḱi
sliqno kako vo rexenieto na zadaqa 2.4.7 za gustinata na raspredelbata na
troxoci dobivame

pY (x) =
1

2000
pX

„
x− 700

2000

«
=

(
1

10000
e−

x−700
10000 , x ≥ 700

0, x < 700
.

Verojatnosta deka troxocite ḱe bidat pogolemi od 17000 denari iznesuva

P (Y > 17000) = 1− P (Y ≤ 17000) = 1−
Z 17000

−∞
pY (x)dx =

= 1− 1

10000

Z 17000

700

e−
x−700
10000 ≈ 0.323.

2.4.9. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

p(x) =
{

0.5x + 0.5, x ∈ [−1, 1]
0, x /∈ [−1, 1] .

Da se opredeli gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva
Y = 1−X2.

Rexenie. Funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X e

FX(x) =

Z x

−∞
p(t) dt =

8
<
:

0, x ≤ −1
0.25x2 + 0.5x + C, −1 < x ≤ 1

1, 1 < x

9
=
; =

=

8
<
:

0, x ≤ −1
0.25x2 + 0.5x + 0.25, −1 < x ≤ 1

1, 1 < x
.

Ovde vrednosta na konstantata C se dobiva od uslovot FX(−1) = 0 ili FX(1) =
1. Ponatamu, grafikot na funkcijata Y daden e na crte� ? i od nego mo�e da
se zakluqi deka za y ≤ 0

Y ≤ y ⇔ X ≤ x1 ∨ X ≥ x2,
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odnosno

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≤ x1 ∨X ≥ x2) = P (X ≤ x1) + P (X ≥ x2) =

= FX(x1) + 1− FX(x2) = 0.

Sliqno, za 0 < y ≤ 1 od crte� ?? sleduva

Y ≤ y ⇔ −1 < X ≤ x3 ∨ x4 ≤ X < 1,

x3 = −√1− y ∈ (−1, 0] i x4 =
√

1− y ∈ [0, 1), t.e.,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (−1 < X ≤ x3 ∨ x4 ≤ X < 1) =

= P (−1 < X ≤ x3) + P (x4 ≤ X < 1) =

= FX(x3)− FX(−1) + FX(1)− FX(x4) =

= 0.25x2
3 + 0.5x3 + 0.25 + 1− (0.25x2

4 + 0.5x4 + 0.25) =

= 1−
p

1− y.

Koneqno, za y > 1 imame deka neravenstvoto Y ≤ y e ekvivalentno so x ∈
(−∞, +∞), pa zatoa

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (−∞ < X < +∞) = 1.

So toa ja dobivme funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva Y

FY (y) =

8
<
:

0, y ≤ 0
1−√1− y, 0 < y ≤ 1

1, 1 < y

i soodvetnata gustina

pY (y) = F ′Y (y) =

 1
2
√

1−y
, x ∈ (0, 1)

0, x /∈ (0, 1)
.

2.4.10. Funkcijata p(x) = 1
2e−|x| e gustina na raspredelba na sluqaj-

nata promenliva X (dvostrana eksponencijalna raspredelba). Da se
opredeli funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva

Y =





1, X ≤ 2
−X + 3, 2 ≤ X ≤ 5
X − 7, 5 ≤ X

.
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Rexenie. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

p(x) =
1

2
e−|x| =


ex/2, x < 0
e−x/2, x < 0

.

Grafikot na funkcijata Y daden e na crte� ?? i od nego mo�e da se zakluqi
deka -2 e najmala vrednost na funkcijata Y. Zatoa za y ≤ −2 imame

FY (y) = P (Y ≤ y) ≤ P (Y ≤ −2) = 0.

Ponatamu, za −2 < y < 1 spored crte� ??? sleduva deka neravenstvoto Y ≤ y
e ekvivalentno so neravenstvoto x1 ≤ X ≤ x2, odnosno

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (x1 ≤ X ≤ x2) = P (3− y ≤ X ≤ 7 + y) =

=

Z 7+y

3−y

p(x) dx =

Z 7+y

3−y

1

2
e−x dx =

1

2

ˆ
ey−3 − e−y−7˜ .

Sliqno, za y ≥ 1, spored crte� ??? se dobiva

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≤ x3) = P (X ≤ 7 + y) =

Z 7+y

−∞
p(x) dx =

=

Z 0

−∞

1

2
ex dx +

Z 7+y

0

1

2
e−x dx = 1− 1

2
e−y−7.

Na toj naqin dobivme deka funkcijata na raspredelba na sluqajnata pro-
menliva Y e

FY (y) =

8
<
:

0, y ≤ −2
1
2

ˆ
ey−3 − e−y−7

˜
, −2 < y < 1

1− 1
2
e−y−7, 1 ≤ y

.

Dopolnitelni zadaqi

2.4.11. Neka sluqajnite promenlivi X i Y imaat zakon na raspredelba

X =
( −2 0 1

0.3 0.1 0.6

)
Y =

( −2 1
0.3 0.7

)
.

Da se opredeli zakonot na raspredelba na sluqajnite promenlivi
Z1 = X + Y, Z2 = 2Y −X i Z3 = XY, kako i soodvetnite matematiqki
oqekuvaǌa i disperzii.
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2.4.12. Neka sluqajnata promenliva X ima zakon na raspredelba

X =
(

π/4 π/2 3π/4
0.2 0.1 0.7

)
.

Da se opredeli zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva Y =
sin X.

2.4.13. Edna moneta se frla tri pati. Neka X bide sluqajnata pro-
menliva koja go oznaquva brojot na pisma koi se pojavile pri prvite
dve frlaǌa, a Y, sluqajna promenliva koja go oznaquva brojot na pisma
koi se pojavile pri tretoto frlaǌe. Da se opredeli zakonot na ras-
predelba na sluqajnite promenlivi Z1 = X + Y, Z2 = X − Y.

2.4.14. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba p(x) =
1

π(1+x2) . Da se opredeli gustinata na raspredelba na sluqajnata pro-
menliva Y = 2 + X3.

2.4.15. Sluqajnata promenliva X e so ramnomerna raspredelba na
intervalot (0, 1). Da se opredeli raspredelbata na sluqajnite pro-
menlivi a) Y1 = 2X − 1 i Y2 = |X − 0.2|.

2.4.16. Sluqajnata promenliva X e so ramnomerna raspredelba na
intervalot a) (−π/2, π/2); b) (0, π/2). Da se opredeli raspredelbata
na sluqajnata promenliva Y = sin X.

2.4.17. Sluqajnata promenliva X e so ramnomerna raspredelba na
intervalot (0, 1). Da se opredeli raspredelbata na sluqajnata pro-
menliva

Y =
{

0, X ≤ 0.5
X + 0.5, x ≥ 0.5 .

2.4.18. Dnevnata emisija na xtetni gasovi od edna fabrika e sluqajna
promenliva so gustina na raspredelba

p(x) =
{

1/10, x ∈ (0, 10)
0, x /∈ (0, 10) .
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Po vgraduvaǌeto na nov filter emisijata na xtetni gasovi ḱe se na-
mali i so prethodnata emisija ḱe bide povrzana so funkcijata

Y =
{

X
2 , 0 < X ≤ 5

2X−5
2 , 5 ≤ X < 10

.

Da se opredeli gustinata na raspredelba, matematiqkoto oqekuvaǌe
i standardnata devijacija na emisijata na xtetni gasovi po vgradu-
vaǌeto na nov filter.



Glava 3

KARAKTERISTIQNI FUNKCII I GRANIQNI TEOREMI

3.1 KARAKTERISTIQNI FUNKCII

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

3.1.1. Da se opredelat karakteristiqnata funkcija, matematiqkoto
oqekuvaǌe i disperzija na sluqajna promenliva

a) X1 so uniformna raspredelba;

b) X2 so binomna raspredelba;

v) X3 so geometriska raspredelba;

g) X4 so Poasonova raspredelba;

d) X5 so ramnomerna raspredelba pomeǵu a i b, a < b;

ǵ) X6 so eksponencijalna raspredelba;

e) X7 so normalna raspredelba.

Rexenie.

a) Sluqajnata promenliva X1 gi prima vrednostite 1, 2, . . . , n, so verojat-
nosti pk = P (X1 = k) = 1/n, k = 1, 2, . . . , n. So pomox na izrazot za suma

95
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na aritmetiqka progresija, za karakteristiqnata funkcija dobivame

ϕX1(t) =

nX

k=1

exktipk =

nX

k=1

ekti · 1

n
=

=
1

n

“
eti + e2ti + · · ·+ enti

”
=

eti(enti − 1)

n(eti − 1)
,

za matematiqkoto oqekuvaǌe

MX1 =
1

i
· ϕ′X1(0) =

1

ni
·
“
ieti + 2ie2ti + · · ·+ nienti

”˛̨
˛̨
t=0

=

=
1

ni
· (i + 2i + · · ·+ ni) =

1

ni
· n
»
i +

i

2
(n− 1)

–
=

n + 1

2

i za disperzijata

DX1 = MX2
1 − (MX1)

2 =
1

i2
· ϕ′′X1(0)−

„
n + 1

2

«2

=

=
1

n
·
“
eti + 22e2ti + · · ·+ n2enti

”˛̨
˛̨
t=0

− (n + 1)2

4
=

=
1

n
· `1 + 22 + · · ·+ n2´− (n + 1)2

4
=

=
1

n
· n(n + 1)(2n + 1)

6
− (n + 1)2

4
=

n2 − 1

12
.

b) Sluqajnata promenliva X2 gi prima vrednostite 0, 1, . . . , n, so verojat-
nosti pk = P (X2 = k) =

`
n
k

´
pkqn−k, q = 1 − p, k = 0, 1, . . . , n. So pomox na

binomnata formula, za karakteristiqnata funkcija dobivame

ϕX2(t) =

nX

k=0

exktipk =

nX

k=0

ekti ·
 

n

k

!
pkqn−k = (p eti + q)n,

za matematiqkoto oqekuvaǌe

MX2 =
1

i
· ϕ′X2(0) =

1

i
· n(p eti + q)n−1 · p etii

˛̨
˛̨
t=0

= np

i za disperzijata

DX2 = MX2
2 − (MX2)

2 =
1

i2
· ϕ′′X2(0)− (np)2 =

=

»
np eti

“
p eti + q

”n−2 “
np eti + q

”–˛̨
˛̨
t=0

− n2p2 = np q.
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v) Sluqajnata promenliva X3 gi prima vrednostite 1, 2, 3, . . . so verojat-
nosti pk = P (X3 = k) = qk−1p, q = 1 − p, k = 1, 2, 3, . . . . So pomox na
izrazot za suma na geometriska progresija, za karakteristiqnata funk-
cija dobivame

ϕX3(t) =

∞X

k=1

exktipk =

∞X

k=1

ektiqk−1p =
p eti

1− q eti
,

za matematiqkoto oqekuvaǌe

MX3 =
1

i
· ϕ′X3(0) =

1

i
· p etii

(1− q eti)2

˛̨
˛̨
t=0

=
1

p

i za disperzijata

DX3 = MX2
3 − (MX3)

2 =
1

i2
· ϕ′′X3(0)− 1

p2
=

=
p eti(1 + q eti)

(1− q eti)3

˛̨
˛̨
t=0

− 1

p2
=

q

p2
.

g) Sluqajnata promenliva X4 gi prima vrednostite 0, 1, 2, . . . so verojat-
nosti pk = P (X4 = k) = λke−λ/k!, k = 0, 1, 2, . . . . So pomox na razvojot
ex =

P∞
k=0 xk/k!, za karakteristiqnata funkcija dobivame

ϕX4(t) =

∞X

k=0

exktipk =

∞X

k=0

ekti · λk · e−λ

k!
= e−λ

∞X

k=0

`
λeti

´k
k!

=

= e−λeλeti

= eλ(eti−1),

za matematiqkoto oqekuvaǌe

MX4 =
1

i
· ϕ′X4(0) =

1

i
· λietieλ(eti−1)

˛̨
˛̨
t=0

= λ

i za disperzijata

DX4 = MX2
4 − (MX4)

2 =
1

i2
· ϕ′′X4(0)− λ2 = λ.

d) Sluqajnata promenliva X5 ima gustina na raspredelba

pX5(x) =


1

b−a
, x ∈ (a, b)

0, x /∈ (a, b)
.
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Od ovde, za karakteristiqnata funkcija dobivame

ϕX5(t) =

Z +∞

−∞
etxipX5(x)dx =

Z b

a

etxi · 1

b− a
dx =

1

b− a
· etxi

ti

˛̨
˛̨
x=b

x=a

=

=
ebti − eati

(b− a)ti
,

i sliqno kako vo prethodnite delovi: MX5 = a+b
2

i DX5 = (a−b)2

12
.

ǵ) Sluqajnata promenliva X6 ima gustina na raspredelba

pX6(x) =


λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0
,

λ > 0. Od ovde, za karakteristiqnata funkcija dobivame

ϕX6(t) =

Z +∞

−∞
etxipX6(x)dx =

Z +∞

0

etxi · λe−λxdx =

= λ

Z +∞

0

e(ti−λ)xdx = λ
e(ti−λ)x

ti− λ

˛̨
˛̨
x→+∞

x=0

=
λ

λ− ti
,

i sliqno kako vo prethodnite delovi: MX6 = 1/λ i DX6 = 1/λ2.

e) Ovde ḱe ja opredelime karakteristiqnata funkcija na sluqajnata pro-
menliva X7 so normalna raspredelba, so matematiqko oqekuvaǌe µ = 0
i standardna devijacija σ = 1. Obopxtuvaǌe na ovoj rezultat za pro-
izvolni µ i σ mo�e da se napravi so pomox na zadaqata 3.1.2. Znaqi,
sluqajnata promenliva X7 ima gustina na raspredelba

pX7(x) =
1√
2π

e−x2/2,

pa za karakteristiqnata funkcija dobivame

ϕX7(t) =

Z +∞

−∞
etxipX6(x)dx =

1√
2π

Z +∞

−∞
etxi e−x2/2dx =

=
1√
2π

Z +∞

−∞
e−x2/2 cos(tx)dx +

i√
2π

Z +∞

−∞
e−x2/2 sin(tx)dx.

Posledniot od ovie integrali ima vrednost 0 bidejḱi podintegralnata
funkcija e neparna, a intervalot po koj integrirame, (−∞, +∞), e si-
metriqen. Od

ϕX7(t) =
1√
2π

Z +∞

−∞
e−x2/2 cos(tx)dx
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so diferenciraǌe po t dobivame

ϕ′X7(t) =
1√
2π

Z +∞

−∞
e−x2/2x(− sin(tx))dx =

=
1√
2π

Z +∞

−∞
e−x2/2 sin(tx)d

„
−x2

2

«
=

=

"
u = sin(tx) dv = e−x2/2d

`−x2/2
´

du = t cos(tx)dx v = e−x2/2

#
=

=
1√
2π

»
e−x2/2 sin(tx)

˛̨
˛
+∞

−∞
−
Z +∞

−∞
te−x2/2 cos(tx)dx

–
=

=
t√
2π

Z +∞

−∞
e−x2/2 cos(tx)dx = −t · ϕX7(t),

taka xto so rexavaǌe na diferencijalnata ravenka ϕ′X7(t) + t · ϕX7(t)

imame ϕX7(t) = C · e−t2/2. Od uslovot ϕX7(0) = 1 ja opredeluvame kon-
stantata C = 1, i koneqno

ϕX7(t) = e−t2/2.

3.1.2. Da se opredeli karakteristiqnata funkcija na sluqajnata pro-
menliva Y = aX + b, ako ϕX(t) e karakteristiqnata funkcija na slu-
qajnata promenliva X.

Rexenie. Spored definicijata za karakteristiqna funkcija na sluqajna
promenliva, imame

ϕY (t) = M
“
etY i

”
= M

“
et(aX+b)i

”
= M

“
eatXi · ebti

”
.

Od ovde, koristejḱi go svojstvoto na matematiqkoto oqekuvaǌe, M(kX) =
kMX, sleduva

ϕY (t) = ebti ·M
“
eatXi

”
= ebti · ϕX(at).

3.1.3. Da se opredelat karakteristiqnata funkcija, matematiqkoto
oqekuvaǌe i disperzija na sluqajna promenliva Z = X + Y ako X i Y
se vzaemno nezavisni sluqajni promenlivi so ist zakon na raspredelba
na verojatnostite, i toa
a) so binomna raspredelba;
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b) so geometriska raspredelba;
v) so normalna raspredelba.

Rexenie. Da se potsetime deka za dve vzaemno nezavisni sluqajni promenlivi
X i Y va�i ϕX+Y (t) = ϕX(t) ·ϕY (t). Zaradi toa, koristejḱi gi karakteristiq-
nite funkcii dobieni vo delovite (b), (v) i (e) od zadaqa 3.1.1 i soodvetnite
oznaki, dobivame

a) ϕZ(t) = (p eti + q)2n = ekti · `2n
k

´
pkq2n−k.

b) ϕZ(t) = p2 e2ti

1−2q eti−q2e2ti .

v) ϕZ(t) = e−t2 .

3.1.4. Da se opredeli gustina na raspredelba, matematiqko oqeku-
vaǌe i disperzija na sluqajnata promenliva X so karakteristiqna
funkcija ϕX(t) = 1

1+t2 .

Rexenie. Spored delot (ǵ) od zadaqa 3.1.1 imame deka karakteristiqnata
funkcija na sluqajna promenliva so eksponencijalna raspredelba so param-
etar λ = 1 e 1

1−ti
. Zatoa ako X1 i X2 se dve vzaemno nezavisni sluqajni pro-

menlivi so eksponencijalna raspredelba so parametar λ = 1 togax, sliqno
kako vo zadaqa 3.1.3 imame

ϕX1+X2(t) = ϕX1(t) · ϕX2(t) =
1

1 + t2
= ϕX(t).

Znaqi X = X1 + X2 i soglasno delot (b) od zadaqa 2.4.5 gustinata na X e

pX(x) =


xe−x, x ≥ 0

0, x < 0
.

Ponatamu, matematiqko oqekuvaǌe i disperzija na sluqajnata promenliva X
mo�e da gi opredelime direktno, spored nivnata definicija, ili so pomox na
karakteristiqnata funkcija na X,

MX =
1

i
· ϕ′X(0) =

1

i
· −2t

(1 + t2)2

˛̨
˛̨
t=0

= 0

i

DX = MX2 − (MX)2 =
1

i2
· ϕ′′X(0) = 2.

Dopolnitelni zadaqi
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3.1.5. Da se opredelat karakteristiqnata funkcija, matematiqkoto
oqekuvaǌe i disperzija na diskretnite sluqajni promenlivi
a) X1 - brojot koj se pojavuva pri frlaǌe na kocka numerirana so

broevite od 8 do 13;
b) X2 - brojot na pisma xto se pojavile pri 8 frlaǌa na moneta;
v) X3 - brojot na frlaǌa na voobiqaeno numerirana kocka se do

pojavuvaǌe na brojot 1 ili 2.

3.1.6. Dadeni se zakonite na raspredelba na verojatnostite na vza-
emno nezavisnite diskretni sluqajni promenlivi X i Y

X =
(

1 2 3 4 5 6
a1 a2 a3 a4 a5 a6

)
i Y =

(
1 2 3 4 5 6
b1 b2 b3 b4 b5 b6

)
.

Da se opredelat karakteristiqnite funkcii na sluqjnite promenlivi
X, Y i Z = X + Y.

3.1.7. Za sluqajnite promenlivi zadadeni so nivnite zakoni na ras-
predelba

X =
(

1 2 3 4 5
1/3 0 0 2/3 0

)
i Y =

(
1 2 3 4 5
0 2/3 0 0 1/3

)
,

da se poka�e deka imaat isti prvi i vtori momenti (xto povlekuva
i isto matematiqko oqekuvaǌe i disperzija), no razliqni treti i
qetvrti momenti.

3.1.8. Dadena e sluqajna promenliva X so karakteristiqnata funk-
cija φX(t). Da se opredeli karakteristiqnata funkcija na sluqajnite
promenlivi Y1 = −X, Y2 = X + 1 i Y3 = 3X.

3.1.9. ????? Da se opredelat karakteristiqnite funkcii na sluqaj-
nite promenlivi Y1 = X2 i Y2 = aX + b, kade X ima normalna raspre-
delba so matematiqko oqekuvaǌe 0 i standardna devijacija σ.

3.1.10. Za sluqajnita promenliva X so gustina p(x) = 1
2e−|x| da se

opredeli soodvetnata karakteristiqna funkcija, matematiqko oqeku-
vaǌe i disperzija.
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3.1.11. Da se opredeli karakteristiqna funkcija, matematiqko oqeku-
vaǌe i disperzija za neprekinata sluqajna promenliva so gustina

a) p1(x) =
{

1− x/2, x ∈ [0, 2]
0, x /∈ [0, 2] ;

b) p2(x) =
{ |2− x|, x ∈ [1, 3]

0, x /∈ [0, 2] ;

v) p3(x) =
{

ae−ax/2, x ≥ 0
0, x < 0 , a > 0;

g) p4(x) =
{

4xe−2x/2, x ≥ 0
0, x < 0 .

3.1.12. Da se opredeli funkcijata na raspredelba, ako karakteris-
tiqnata funkcija e
a) ϕ(t) = cos t;
b) ϕ(t) = cos2 t;
v) ϕ(t) = a

1+it ;

g) ϕ(t) = sin(at)
at ;

d) ϕ(t) = e−a|t|, a > 0.

3.2 ZAKON NA GOLEMITE BROEVI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

3.2.1. Brojot na poeni xto gi dobiva eden student na ispit e sluqajna
promenliva xto dobiva vrednosti od segmentot [0, 100], so matematiqko
oqekuvaǌe 70 i disperzija 25.
a) Da se oceni verojatnosta deka studentot ḱe dobie pomeǵu 65 i 75

poeni.
b) Ako 100 studenti go polagaat ispitot, da se oceni verojatnosta

deka srednata vrednost na dobienite poeni ḱe bide pomeǵu 65 i
75.
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Rexenie.
a) Neka X e sluqajna promenliva koja go oznaquva brojot na poeni xto gi

osvoil studentot. Spored uslovot na zadaqata MX = 70 i DX = 20.
Treba da se opredeli slednata verojatnost

P (65 < X < 75) = P (−5 < X − 70 < 5) =

= P (|X − 70| < 5) = 1− P (|X − 70| ≥ 5).

So pomox na neravenstvoto na Qebixev se dobiva

P (|X − 70| ≥ 5) = P (|X −MX| ≥ ε) ≤ DX

ε2
=

20

52
= 0.8,

odnosno

P (65 < X < 75) ≥ 1− 0.8 = 0.2.

Znaqi, verojatnosta deka studentot ḱe dobie pomeǵu 65 i 75 poeni e
pogolema ili ednakva na 0.2.

b) Sliqno kako vo prethodniot del, Xi e sluqajna promenliva koja go ozna-
quva brojot na poeni xto gi osvoil i-tiot student, i = 1, 2, . . . , 100. I ovde
MXi = 70 i DXi = 20, i = 1, 2, . . . , 100. Ponatamu, sluqajnata promenliva
Y neka ja oznaquva srednata vrednost na poenite xto gi dobile 100-
te studenti, t.e., Y = 1

100

P100
i=1 Xi. Spored svojstvata na matematiqkoto

oqekuvaǌe i disperzijata, imajḱi vo predvid deka sluqajnite promen-
livi Xi, i = 1, 2, . . . , 100, se nezavisni, sleduva MY = 1

100

P100
i=1 MXi = 70

i DY = 1
100

P100
i=1 DXi = 20. Bidejḱi MX = MY i DX = DY, na ist naqin

kako vo prethodniot del od ovaa zadaqa dobivame deka P (65 < X < 75) ≥
0.2.

3.2.2. Verojatnosta deka nastanot A ḱe se realizira (pojavi) pri eden
eksperiment e P (A) = p = 0.3.

a) Da se oceni verojatnosta deka pri n = 15000 povtoruvaǌa na
eksperimantot relativnata frekfencija na pojavuvaǌe na nas-
tanot A ḱe otstapi od verojatnosta za pojavuvaǌe na A najmnogu
za 0.01;

b) Da se oceni maksimalnoto otstapuvaǌe na relativnata frekfen-
cija na pojavuvaǌe na nastanot A od verojatnosta za pojavuvaǌe
na A xto so verojatnost od barem 99% mo�e da go oqekuvame pri
n = 12000 povtoruvaǌa na eksperimantot.

Vo obata sluqai da se koristi neravenstvotot na Qebixev.
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Rexenie. Neka X e sluqajnata promenliva koja go oznaquva brojot na po-
javuvaǌa na nastanot A pri n povtoruvaǌa na eksperimentot. Togax X ima
binomna raspredelba so matematiqko oqekuvaǌe MX = np i disperzija DX =
np(1 − p). Ponatamu, relativnata frekfencija na pojavuvaǌe na nastanot A
e koliqnikot X

n
, pa zatoa otstapuvaǌeto na relativnata frekfencija na po-

javuvaǌe na nastanot A od verojatnosta za pojavuvaǌe na A se presmetuva so
izrazot

˛̨
X
n
− p
˛̨
.

a) Od prethodnata analiza sleduva deka vo ovoj del od zadaqata se bara
slednata verojatnst

P

„˛̨
˛̨ X

15000
− 0.3

˛̨
˛̨ < 0.01

«
= P

„˛̨
˛̨X − 4500

15000

˛̨
˛̨ < 0.01

«
=

= P (|X − 4500| < 150) = 1− P (|X − 4500| ≥ 150) =

= 1− P (|X −MX| ≥ ε) ≥ 1− DX

ε2
≥ 1− 3150

1502
= 0.86.

Znaqi, verojatnosta deka pri 15000 povtoruvaǌa na eksperimantot rel-
ativnata frekfencija na pojavuvaǌe na nastanot A ḱe otstapi od 0.3
najmnogu za 0.01 e pogolema ili ednakva na 0.86.

b) Sliqno kako vo prethodniot del imame

P

„˛̨
˛̨ X

12000
− 0.3

˛̨
˛̨ < δ

«
= P

„˛̨
˛̨X − 3600

12000

˛̨
˛̨ < δ

«
=

= P (|X − 3600| < 12000δ) = 1− P (|X − 3600| ≥ 12000δ) =

= 1− P (|X −MX| ≥ ε) ≥ 1− DX

ε2
≥ 1− 2520

(12000δ)2
.

Posledniot izraz treba da bide pogolem ili ednakov na 99%, pa re-
xavajḱi ja neravenkata 1− 2520

(12000δ)2
≥ 0.99 dobivame δ ≥ 0.0418.

Znaqi, so sigurnost od najmalku 99% mo�e da tvrdime deka pri 12000
povtoruvaǌa na eksperimantot, maksimalnoto otstapuvaǌe na relativ-
nata frekfencija na pojavuvaǌe na nastanot A od vrednosta 0.3, ḱe iz-
nesuva 0.0418.

3.2.3. Pri proizvodstvoto na eden maxinski del kaj nego mo�e da
se pojavi grexka A, so verojatnost 0.02, i grexka B, so verojatnost
0.05. So pomox na neravenstvotot na Qebixev da se opredeli vo koi
granici ḱe se naoǵa brojot na delovi so grexka vo serija od 3000
proizvedeni delovi, so sigurnost od 0.98?

Rexenie. Verojatnosta deka sluqajno izbran maxinski del ḱe bide so grexka
(od vid A ili B) iznesuva p = 1− (1− 0.02) · (1− 0.05) = 0.069. Sega, neka X e
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sluqajnata promenliva koja go oznaquva brojot na delovi koi imaat grexka vo
serijata od n = 3000 proizvedeni delovi. Togax X ima binomna raspredelba
so matematiqko oqekuvaǌe MX = np = 207 i disperzija DX = np(1 − p) =
192.717. Ponatamu,

P (|X − 207| < ε) = 1− P (|X − 207| ≥ ε) =

= 1− P (|X −MX| ≥ ε) ≥ 1− DX

ε2
≥ 1− 192.717

ε2
.

Posledniot izraz treba da bide pogolem ili ednakov na 0.98, pa rexavajḱi ja
neravenkata 1− 192.717

ε2
≥ 0.98 dobivame ε ≥ 98.162.

Znaqi, so sigurnost od 98% mo�e da tvrdime deka vo serija od 3000 pro-
izvedeni delovi za brojot na delovi so grexka ḱe va�i |X − 207| < 98.162,
odnosno toj ḱe bide pogolem od 207− 99 = 108 i pomal od 207 + 99 = 306.

3.2.4. Imame dve moneti, edna homogena i druga kaj koja pismo se
pojavuva so verojatnost 3/4. Na sluqaen naqin se izbira edna od
monetite i se frla n pati. Neka Sn e brojot na pisma xto se pojavile
pri toa. Dali koliqnikot Sn/n mo�e da se iskoristi za da se zakluqi
koja od monetite e izbrana? Odgovorot obrazlo�i go.

Rexenie. Neka Xi, i = 1, 2, . . . , n, e sluqajna promenliva koja dobiva vrednost
1 ako pri i-toto frlaǌe na monetata se pojavilo pismo i 0 ako se pojavila
glava. Znaqi

X =

„
0 1

1/2 1/2

«
ili X =

„
0 1

1/4 3/4

«
,

ako e izbrana prvata, odnosno vtorata moneta. Ponatamu, sluqajnite pro-
menlivi Xi, i = 1, 2, . . . , 100, se nezavisni, so matematiqko oqekuvaǌe MXi =
p1 = 1/2 ako e izbrana prvata moneta, odnosno MXi = p2 = 3/4 ako e izbrana
vtorata moneta. Disperzijata vo prviot sluqaj e DXi = 1/4, a vo vtoriot
DXi = 3/16, za sekoe i = 1, 2, . . . , 100. Znaqi za nizata sluqajni promenlivi Xi,
i = 1, 2, . . . , 100, va�i zakonot na golemite broevi, odnosno

lim
n→∞

P

 ˛̨
˛̨
˛
1

n

nX
i=1

Xi − 1

n

nX
i=1

MXi

˛̨
˛̨
˛ ≥ ε

!
= 0, za sekoe ε > 0.

Od ovde sleduva deka za dovolno golemo n, relativnata frekfencija na pojavu-
vaǌe na pisma Sn

n
= 1

n

Pn
i=1 Xi e proizvolno blisku do MXi, i zatoa odlukata

dali e izbrana prvata (homogenata) ili vtorata (nehomogena) moneta mo�e da
se donese na sledniot naqin: ako relativnata frekfencija na pojavuvaǌe na
pisma, Sn/n, e poblisku do 1/2 togax se raboti za prvata moneta, a ako e
poblisku do 3/4, za vtorata. Poinaku ka�ano, ako Sn

n
< 1/2+3/4

2
= 5

8
togax

izbrana e prvata moneta, a vo sprotivno vtorata.
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3.2.5. Neka sluqajnata promenliva X ima
a) ramnomerna raspredelba na segmentot [0, 10];
b) eksponencijalna raspredelba so parametar λ = 0.2;
v) normalna raspredelba so parametri µ = 0 i σ = 1.

Da se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzija na sluqajnata
promenliva X, a potoa da se presmetaat toqnite vrednosti na vero-
jatnostite P (|X − MX| ≥ 1), P (|X − MX| ≥ 3), P (|X − MX| ≥ 4) i
P (|X −MX| ≥ 10). Dobienite verojatnosti da se sporedat so soodvet-
nite ocenki xto se dobivaat so pomox na neravenstvoto na Qebixev.

Rexenie.
a) Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =


1/10, x ∈ (0, 10)

0, x /∈ (0, 10)

i soglasno delot (d) od zadaqa 3.1.1, MX = 5 i DX = 25/3. Ponatamu,

P (|X −MX| ≥ a) = 1− P (|X −MX| < a) =

= 1− P (−a < X −MX < a) =

= 1− P (MX − a < X < MX + a).

Za 0 < a ≤ MX = 5,

P (|X −MX| ≥ a) = 1−
Z MX+a

MX−a

pX(x)dx = 1− a

5

i od ovde

P (|X −MX| ≥ 1) = 4/5, P (|X −MX| ≥ 3) = 2/5,

P (|X −MX| ≥ 4) = 1/4.

No, za a = 10,

P (|X −MX| ≥ 10) = 1− P (−5 < X < 15) = 1− 1 = 0.

Sega, so pomox na neravenstvoto na Qebixev se dobiva

P (|X −MX| ≥ a) ≤ DX

a2
=

25

3a2
,

odnosno

P (|X −MX| ≥ 1) ≤ 25/3, P (|X −MX| ≥ 3) ≤ 25/27,

P (|X −MX| ≥ 4) ≤ 25/48, P (|X −MX| ≥ 10) ≤ 1/12.
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b) Sliqno kako vo delot (a), poaǵajḱi od gustinata na sluqajnata promen-
liva X,

pX(x) =


0.2e−0.2x, x ≥ 0

0, x < 0
,

se dobiva MX = 1/λ = 5, DX = 1/λ2 = 25,

P (|X −MX| ≥ a) = 1−
Z MX+a

MX−a

pX(x)dx = 1 +
1

e

`
e−0.2a − e0.2a´ ,

za 0 < a ≤ MX = 5, i

P (|X −MX| ≥ a) = 1−
Z MX+a

0

pX(x)dx = e−1−0.2a,

za a > MX = 5. Od ovde,

P (|X −MX| ≥ 1) = 0.852, P (|X −MX| ≥ 3) = 0.532,

P (|X −MX| ≥ 4) = 0.347, P (|X −MX| ≥ 10) = 0.05.

So pomox na neravenstvotot na Qebixev

P (|X −MX| ≥ 1) ≤ 25, P (|X −MX| ≥ 3) ≤ 25/9,

P (|X −MX| ≥ 4) ≤ 25/16, P (|X −MX| ≥ 10) ≤ 1/4.

v) Zaradi MX = µ = 0, za a ≥ 0 imame

P (|X −MX| ≥ a) = P (|X| ≥ a) = 2P (X ≤ −a).

Ponatamu, So ogled na toa deka X e standradizirana sluqajna promen-
liva, direktno otqituvajḱi od tabela ??? se dobiva

P (|X −MX| ≥ 1) = 0.3174, P (|X −MX| ≥ 3) = 0.0026,

P (|X −MX| ≥ 4) = 0.00006334, P (|X −MX| ≥ 10) ≈ 0.

So pomox na neravenstvotot na Qebixev

P (|X −MX| ≥ 1) ≤ 1, P (|X −MX| ≥ 3) ≤ 1/9,

P (|X −MX| ≥ 4) ≤ 1/16, P (|X −MX| ≥ 10) ≤ 1/100.

Mo�e da se zakluqi deka vo site tri sluqai neravenstvoto na Qebixev dava
toqna ocenka za verojatnosta, a ocenkata vo delot (v) e najdobra, t.e., e najb-
lisku do toqnata vrednost.

Dopolnitelni zadaqi
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3.2.6. Sluqajnata promenliva X ima matematiqko oqekuvaǌe 5 i stan-
dardna devijacija 0.1. So pomox na neravenstvoto na Qebixev da se
oceni verojatnosta deka sluqajnata promenliva X ḱe primi vrednost
pogolema od 4.8 i pomala od 5.2.

3.2.7. Homogena kocka se frla 420 pati.

a) Da se oceni verojatnosta deka brojot na pojavuvaǌa na edinica
ḱe otstapuva od 70 za poveḱe od 20.

b) Da se opredeli verojatnosta deka frekfencijata na pojavuvaǌe
na edinica ḱe se razlikuva od 1/6 za ne poveḱe od 0.01.

3.2.8. Disperzijata na sekoja od 2500 nezavisni sluqajni promenlivi
ne e pogolema od 5. Da se oceni verojatnosta deka otstapuvaǌeto na
aritmetiqkata sredina na tie sluqaji promenlivi od aritmetiqkata
sredina na nivnite matematiqki oqekuvaǌa ne e pogolema od 0.4.

3.2.9. Pri n frlaǌa na homogena kocka edinica se pojavila Sn pati.
Da se oceni verojatnosta

P

(∣∣∣∣
S100

100
− 3.5

∣∣∣∣ ≥ 0.05
)

.

3.2.10. Pri n frlaǌa na moneta pismo se pojavilo Sn pati. Da se
opredeli n taka xto

P

(∣∣∣∣
Sn

n
− 1

2

∣∣∣∣ ≥ 0.01
)
≤ 0.01.

3.2.11. Dadena e nizata sluqajni promenlivi Xi, i = 1, 2, . . . , so ist
zakon na raspredelba na verojatnostite

Xi =
( −9 9

1/2 1/2

)
, i = 1, 2, . . . .

a) Da se opredeli zakonot na raspredelbana verojatnostite na slu-
qajnata promenliva Y = 1

3 (X1 + X2 + X3) .

b) Da se opredeli verojatnosta deka aritmetiqkata sredina na pr-
vite sto sluqajni promenlivi ḱe ima vrednost nula.



3.2. Zakon na golemite broevi 109

v) So pomox na neravenstvoto na Qebixev da se oceni verojatnosta
deka apsolutnata vrednost od aritmetiqkata sredina na prvite
sto sluqajni promenlivi ḱe bide pomala ili ednakva na eden.

3.2.12. Verojatnosta za izrabotka na neispraven prizvod iznesuva
0.04.
a) Da se opredeli verojatnosta deka pomeǵu 1500 proizvodi ḱe ima

pomeǵu 60 i 75 neispravni.
b) Kolku proizvodi treba da se izrabotat za verojatnosta deka po-

meǵu niv ḱe ima barem 100 ispravni iznesuva 0.95.

3.2.13. Izvrxeni se n = 1000 mereǌa na edna veliqina. Ako srednoto
kvadratno otstapuvaǌe na rezultatite od mereǌata ne e pogolemo od
1, da se oceni verojatnosta deka aritmetiqkata sredina na rezulta-
tite dobieni od mereǌata ḱe otstapuva od vistinskata vrednost na
veliqinata ne poveḱe od 0.4.

3.2.14. Verojatnosta za pojavuvaǌe na nastan A pri eden eksperiment
e 0.1. Da se oceni verojatnosta deka pri 2000 povtoruvaǌa na eksper-
imentot nastanot A ḱe se pojavi pomeǵu 180 i 220 pati.

3.2.15. Da se oceni verojatnosta deka otstapuvaǌeto na edna sluqajna
promenliva od nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe, po apsolutna vred-
nost, nema da bide pogolemo od k ∈ N standardni devijacii na taa
sluqajna promenliva.

3.2.16. Eden distributer na pijaloci vozi na relacija momeǵu grado-
vite A i B koi se na rastojanie od 100 km. Na polovina pat pomeǵu A i
B distributerot ima servisen centar za popravka na kamionite. Neka
X e sluqajna promenliva so matematiqko oqekuvaǌe 50 i standardna
devijacija 30 koja go oznaquva rastojanieto od mestoto A do mestoto
na koe se rasipal eden od kamionite. Da se oceni verojatnosta deka
kamionot e oddaleqen od servisniot centar ne poveḱe od 10 km.

3.2.17. Neka Yn e sluqajnata promenliva xto ja oznaquva vrednosta
na akciite na edna firma vo n-tiot den od godinata. Poznato e deka
promenite na cenata na akciite meǵu dva posledovatelni denovi, Xn =
Yn+1 − Yn, se vzaemno nezavisni sluqajni promenlivi so matematiqko
oqekuvaǌe 0 i standardna devijacija 1/4. Ako Y1 = 100, da se ocenat
verojatnostite
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a) P (25 ≤ Y2 ≤ 35),
b) P (25 ≤ Y11 ≤ 35),
v) P (25 ≤ Y101 ≤ 35).

3.3 CENTRALNI GRANIQNI TEOREMI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

3.3.1. Zadaqata 3.2.2 da se rexi so pomox na teoremata na Muavr-
Laplas i rezultatite da se sporedat so onie dobieni so pomox na
neravenstvoto na Qebixev.

Rexenie. Vo rexenieto na delot (a) od zadaqa 3.2.2 definirana e sluqajna
promenliva X so binomna raspredelba i parametri n = 15000 i p = 0.3. Treba
da se presmeta slednata verojatnost

P

„˛̨
˛̨X
n
− p

˛̨
˛̨ < δ = 0.01

«
= P

„˛̨
˛̨X − np

n

˛̨
˛̨ < δ

«
=

= P

 ˛̨
˛̨
˛

X − npp
np(1− p)

˛̨
˛̨
˛ < δ ·

r
n

p(1− p)

!
=

= P

 ˛̨
˛̨
˛

X − npp
np(1− p)

˛̨
˛̨
˛ < 2.67

!
= P (−2.67 < Z < 2.67),

kade Z = X−np√
np(1−p)

, za golemo n, soglasno teoremata na Muavr-Laplas mo�e da

se aproksimira so standardizirana sluqajna promenliva so normalna raspre-
delba. Zatoa, so pomox na tabelata ??? se dobiva

P

„˛̨
˛̨X
n
− p

˛̨
˛̨ < 0.01

«
= P (−2.67 < Z < 2.67) =

= 1− 2 · P (Z ≤ −2.67) = 1− 2 · 0.0038 = 0.9924.

So pomox na neravenstvoto na Qebixev, vo delot (a) od zadaqa 3.3.1, za ovaa
verojatnost dobivme deka e pogolema ili ednakva na 0.86.
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Vo rexenieto na delot (b) od zadaqa 3.3.1 povtorno se razgleduva sluqajna
promenliva X so binomna raspredelba, parametri n = 12000, p = 0.3 i treba
da se opredeli najmalata vrednost na δ taka xto

P

„˛̨
˛̨X
n
− p

˛̨
˛̨ < δ

«
≥ 0.99.

Vrxejḱi sliqni transformacii kako pogore se dobiva deka gornoto neraven-
stvo e ekvivalentno so

P

„
|Z| < δ ·

r
n

p(1− p)

«
≥ 0.99,

kade standardiziranata sluqajna promenliva Z = X−np√
np(1−p)

, soglasno teore-

mata na Muavr-Laplas, za golemo n mo�e da se aproksimira so normalna
raspredelba i zatoa (vidi tabela ???)

δ ·
r

n

p(1− p)
≥ 2.33,

odnosno δ ≥ 0.0097. Ovaa ocenka e potoqna od onaa dobiena so neravenstvoto
na Qebixev, δ ≥ 0.0418.

3.3.2. Imame dve moneti, edna homogena i druga kaj koja pismo se
pojavuva so verojatnost 3/4. Na sluqaen naqin se izbira edna od
monetite i se frla n pati. Neka Sn e brojot na pisma xto se pojavile
pri toa. Kolku pati treba da se frli monetata za so sigurnost od
95%, vrz baza na relativnata frekfencija na pojavuvaǌe na pismo,
Sn/n (vidi zadaqa 3.2.4), da mo�e da se tvrdi koja od dvete moneti e
izbrana na poqetokot?

Rexenie. Vo rexenieto na zadaqa 3.2.4 zakluqivme deka odlukata dali e
izbrana prvata (homogenata) ili vtorata (nehomogena) moneta mo�e da se
donese na sledniot naqin: ako Sn

n
< 1/2+3/4

2
= 5

8
togax izbrana e prvata moneta,

a vo sprotivno vtorata. Znaqi se bara najmaloto n taka xto P
`

Sn
n

< 5
8

´ ≥ 0.95.
No,

P

„
Sn

n
<

5

8

«
= P

„
Sn

n
− 1

2
<

1

8

«
= P

„
Sn − np1

n
<

1

8

«
=

= P

 
Sn − np1p
np1(1− p1)

<
1

8

r
n

p1(1− p1)

!
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i soglasno teoremata na Muavr-Laplas, aproksimirajḱi so standardizirana
normalna raspredelba se dobiva

1

8

r
n

p1(1− p1)
≥ 1.645.

Ovde e koristena tabela ???. So rexavaǌe na gornata neravenka imame n ≥
43.2964, odnosno monetata treba da se frli najmalku 44 pati za vrz baza na
relativnata frekfencija na pojavuvaǌe na pisma da mo�e da se tvrdi za koja
moneta e izbrana.

3.3.3. Vo eden studentskli dom mo�e da se smestat 1000 studenti.
Verojatnosta deka student koj dobil smestuvaǌe vo domot ḱe se pre-
domisli i nema da ja koristi sobata iznesuva 0.1. Upravata na domot
odgovorila potvrdno na 1150 baraǌa za smestuvaǌe. Da se opredeli
verojatnosta deka kapacitetot na studentskiot dom ḱe bide pomal od
brojot na studenti koi dobile pravo na smestuvaǌe i rexile da go
iskoristat toa pravo.

Rexenie. Neka X e sluqajna promenliva koja go oznaquva brojot na studenti
koi dobile pravo na smestuvaǌe i rexile da go iskoristat toa pravo. Taa
ima binoma raspredelba so parametri n = 1150 i p = 1 − 0.1 = 0.9. Treba da
se opredeli verojatnosta P (X > 1000). Lesno se proveruva deka

P (X > 1000) = P

 
X − npp
np(1− p)

>
1000− npp
np(1− p)

!
= P (Z > −3.44),

kade Z = X−np√
np(1−p)

e standardizirana sluqajna promenliva i soglasno teo-

remata na Muavr-Laplas za golemo n mo�e da se aproksimira so normalna
raspredelba. Zatoa so pomox na tabela ??? se dobiva

P (X > 1000) = P (Z > −3.44) = 1− P (Z ≤ −3.44) ≈ 1− 0.0003 = 0.997.

Znaqi, verojatnosta deka kapacitetot na studentskiot dom ḱe bide pomal od
brojot na studenti koi dobile pravo na smestuvaǌe i rexile da go iskoristat
toa pravo e pribli�no 99.7%.

3.3.4. Edno ja�e e spleteno od 500 snopovi. Silata na kineǌe za
sekoj snop iznesuva 10 N so standardna devijacija 1 N. Neka pret-
postavime deka silata na kineǌe na ja�eto e zbir od silite na kineǌe
na snopovite i deka goleminata na silata na kineǌe na sekoj snop ne
vlijae na goleminata na silata na kineǌe na ostanatite snopovi. Da
se opredeli verojatnosta deka silata na kineǌe na ja�eto ḱe bide
pogolema od 4950 N.
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Rexenie. Na poqetokot da gi numerirame snopovite so broevi od 1 do 500.
Ponatamu, neka Xi, i = 1, 2, . . . , 500, e silata na kineǌena i-tiot snop. Togax,
Xi, i = 1, 2, . . . , 500, e niza od nezavisni sluqajni promenlivi so ista raspre-
delba, so matematicko oqekuvaǌe µ = MXi = 10 i standardna devijacija σ = 1.
Treba da se opredeli verojatnosta P

`P500
i=1 Xi > 4950

´
. Oqigledno

P

 
500X
i=1

Xi > 4950

!
= 1−P

 P500
i=1 Xi − nµ

σ
√

n
≤ 4950− nµ

σ
√

n

!
= 1−P (Z ≤ −2.24),

kade Z =
P500

i=1 Xi−nµ

σ
√

n
soglasno centralnata graniqna teorema za golemo n mo-

�e da se aproksimira so standardizirana sluqajna promenliva so normalna
raspredelba. Zatoa spored tabela ???

P

 
500X
i=1

Xi > 4950

!
≈ 1− 0.0125 = 0.9875.

Znaqi, verojatnosta deka silata na kineǌe na ja�eto ḱe bide pogolema od
4950 N e pribli�no 98.75%.

3.3.5. Edna vaga za telesna te�ina pravi grexka od −0.2, −0.1, 0, 0.1
i 0.2 kg so podednakva verojatnost. Da se opredeli verojatnosta deka
pri n = 16 posledovatelni mereǌa na masa od 80 kg ḱe se dobijat vred-
nosti qija aritmetiqka sredina ḱe bide pogolema od 79.9 kg i pomala
od 80.1 kg.

Rexenie. Neka Xi, i = 1, 2, . . . , 16, e grxkata xto se pravi pri i-toto mereǌe.
Togax Xi, i = 1, 2, . . . , 16, e niza od nezavisni sluqajni promenlivi so ist zakon
na ramnomerna raspredelba

Xi =

„ −0.2 −0.1 0 0.1 0.2
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

«

za koi lesno se proveruva deka µ = MXi = 0 i σ2 = DXi = 0.02. Vo zadaqata
se bara da se opredeli

P

 
79.9 <

1

n

nX
i=1

(80 + Xi) < 80.1

!
= P

 
79.9 < 80 +

1

n

nX
i=1

Xi < 80.1

!

xto lesno se transformira do

P

„−0.1n− nµ

σ
√

n
<

Pn
i=1 Xi − nµ

σ
√

n
<

0.1n− nµ

σ
√

n

«
= P (−2.83 < Z < 2.83),
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kade Z =
Pn

i=1 Xi−nµ

σ
√

n
soglasno centralnata graniqna teorema, za golemo n,

mo�e da se aproksimira so standardizirana sluqajna promenliva so normalna
raspredelba. Zatoa spored tabela ???

P

 
79.9 <

1

n

nX
i=1

(80 + Xi) < 80.1

!
= P (Z < 2.83)− P (Z ≤ −2.83) ≈

≈ 0.9977− 0.0023 = 0.9954.

Znaqi, verojatnosta deka pri 16 posledovatelni mereǌa na masa od 80 kg ḱe
se dobijat vrednosti qija aritmetiqka sredina ḱe bide pogolema od 79.9 kg i
pomala od 80.1 kg.e pribli�no 99.54%.

3.3.6. Na raspolagaǌe imame instrument za mereǌe dol�ina takov
xto grexkata xto se pravi pri negova upotreba e so normalna raspre-
delba i koj pri mereǌe dol�ina od 100 mm ima standardna devijacija
od 0.02 mm.
a) Ako merime dol�ina od 100 mm kolku mereǌa treba da se napra-

vat za so sigurnost od najmalku 95% da mo�e da tvrdime deka
aritmetiqkata sredina od mereǌata otstapuva od potrebnata za
ne poveḱe od 0.01 mm?

b) Ako izvrxime 36 mereǌa na nepoznata dol�ina kolkava e vero-
jatnosta deka aritmetiqkata sredina od mereǌata otstapuva od
vistinskata dol�ima pomalku od 0.01 mm?

Rexenie.
a) Neka se izvrxeni n mereǌa i neka Xi, i = 1, 2, . . . , n, e grexkata xto se

pravi pri i-toto mereǌe. Togax, Xi, i = 1, 2, . . . , n, e niza od nezavisni
sluqajni promenlivi so normalna raspredelba so parametri µ = 0 i
σ = 0.02. Se bara najmala vrednost na n taka xto

P

 ˛̨
˛̨
˛
1

n

nX
i=1

(100 + Xi)− 100

˛̨
˛̨
˛ < 0.01

!
= P

 ˛̨
˛̨
˛
1

n

nX
i=1

Xi

˛̨
˛̨
˛ < 0.01

!
≥ 0.95.

So ednostavni transformacii se dobiva

P

 ˛̨
˛̨
˛
1

n

nX
i=1

Xi

˛̨
˛̨
˛ < 0.01

!
=

= P

„−0.01n− nµ

σ
√

n
<

Pn
i=1 Xi − nµ

σ
√

n
<

0.01n− nµ

σ
√

n

«
=

= P
`−0.5

√
n < Z < 0.5

√
n
´
,
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kade Z =
Pn

i=1 Xi−nµ

σ
√

n
. Soglasno centralnata graniqna teorema, za golemo

n, sluqajnata promenliva Z mo�e da se aproksimira so standardizirana
sluqajna promenliva so normalna raspredelba. Zatoa

P
`−0.5

√
n < Z < 0.5

√
n
´ ≈ 1− 2 · P `Z < −0.5

√
n
´
,

pa baranata vrednost za n e taa xto ja zadovoluva neravenkata

1− 2 · P `Z < −0.5
√

n
´ ≥ 0.95,

odnosno

P
`
Z < −0.5

√
n
´ ≤ 0.025.

Koneqno, od tabela ??? sleduva −0.5
√

n ≤ −1.96 odnosno n ≥ 15.3664.
Znaqi treba da se izvrxat najmalku 16 mereǌa.

b) Neka se izvrxeni n = 36 mereǌa na dol�ina d mm. Togax, sliqno kako
vo prethodniot del se bara verojatnosta

P

 ˛̨
˛̨
˛
1

n

nX
i=1

(d + Xi)− d

˛̨
˛̨
˛ < 0.01

!
= P

 ˛̨
˛̨
˛
1

n

nX
i=1

Xi

˛̨
˛̨
˛ < 0.01

!
≈

≈ 1− 2 · P `Z < −0.5
√

n
´

= 1− 2 · P (Z < −2) = 1− 2 · 0.0228 = 0.9544.

Znaqi, verojatnosta deka pri 36 mereǌa na nepoznata dol�ina aritme-
tiqkata sredina od mereǌata ḱe otstapuva od vistinskata dol�ina za
pomalku od 0.01 mm iznesuva 95.44%.

Dopolnitelni zadaqi

3.3.7. Dijametarot na edna serija od 5000 vratila e sluqajna pro-
menliva so matematiqko oqekuvaǌe 10mm i disperzija 0.02. Da se
opredeli verojatnosta deka aritmetiqkata sredina od dijametrite na
serijata vratila ḱe se naoǵa vo intevalot (9.95, 10.015).

3.3.8. Homogena moneta se frla 100 pati. Da se oprdeli verojatnosta
a) deka pismo ḱe se pojavi toqno 55 pati;
b) deka pismo ḱe se pojavi pomalku od 40 pati;
v) deka pismo ḱe se pojavi poveḱe od 60 pati;
g) deka pismo ḱe se pojavi pomeǵu 40 i 60 pati;
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d) deka frekfencijata na pojavuvaǌa na pismo ḱe bide pomala od
0.45.

3.3.9. Zadaqata 3.2.3 da se rexi so pomox na teoremata na Muavr-
Laplas i rezultatot da se sporedi so onoj dobien so pomox na ner-
avenstvoto na Qebixev.

3.3.10. Verojatnosta za izrabotka na neispraven prizvod iznesuva
0.04.
a) Da se opredeli verojatnosta deka pomeǵu 1500 proizvodi ḱe ima

pomeǵu 60 i 75 neispravni.
b) Kolku proizvodi treba da se izrabotat za verojatnosta deka po-

meǵu niv ḱe ima barem 100 ispravni iznesuva 0.95.

3.3.11. Sluqajnata promenliva Yn e aritmetiqka sredina od n nezav-
isni sluqajni promenlivi so ist zakon na raspredelba i so disperzija
3. Kolku treba da iznesuva n za so verojatnost ne pomala od 0.??? da
mo�e da tvrdime deka sluqajnata promenliva Y otstapuva od svoeto
matematiqko oqekuvaǌe ne poveḱe od 0.??.

3.3.12. Verojatnosta za oxtetuvaǌe na eden proizvod pri transport
e 0.02.
a) Kolku proizvodi treba da se poraqaat za verojatnosta deka po

transportot ḱe se dobijat barem 200 neoxteteni proizvodi bide
pogolema od 0.99?

b) Da se presmeta verojatnosta deka pri transport na 500 proiz-
vodi ḱe se oxtetat pomalku od 30.

3.3.13. Eden test se sostoi od 50 praxaǌa i za negovo polo�uvaǌe
potrebno e toqno da se odgovori na najmalku 30 od niv. Verojatnosta
deka eden student toqno ḱe odgovori na praxaǌe od testot iznesuva
3/4. Da se opredeli verojatnosta deka studentot ḱe go polo�i testot.

3.3.14. Da se oceni verojatnosta deka pri 1000000 frlaǌa na moneta
pismo ḱe se pojavi pomeǵu 499000 i 501000 pati. Za toa da se koristi
a) neravenstvoto na Qebixev;
b) centralnata graniqna teorma.
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3.3.15. Od �ele�niqkata stanica vo gradot A kon gradot B vo isto
vreme poaǵaat dva voza. Proseqno 1500 patnici se kaquvaat na vo-
zovite sluqajno izbirajḱi eden od niv. Kolku sedixta treba da ima
sekoj od vozovite za verojatnosta deka ḱe ima sedixte za sekoj od pat-
nicite e pogolema ili ednakva na 0.99.

3.3.16. Vekot na traeǌe na edna serija proizvodi se zema deka e ed-
nakov na aritmetiqkata sredina od vekot natraeǌe na del od pro-
izvodite od serijata qija vrednost praktiqno se ispituva. Kolku
proizvodi treba da se ispitaat za so verojatnost ne pomala od 0.???
da mo�e da tvrdime deka sredniot vek na traeǌe na proizvodite od
celata serija otstapuva od sredniot vek na traeǌe na ispitanite pro-
izvodi ne poveḱe od 5 qasovi, ako srednoto kvadratno otstapuvaǌe na
vekot na traeǌe na proizvodite e 50 qasovi?

3.3.17. Edna homogena kocka se frla 1000 pati. Da se oceni verojat-
nosta deka zbirot na broevite koi ḱe se pojavat pri frlaǌata e
a) pogolem od 3500;
b) ednakov a 3500;
v) pogolem od 3300 i pomal od 3600.

3.3.18. Homogena kocka se frla se dodeka ne se dobie zbir pogolem
ili ednakov na 1001. Da se oceni verojatnosta deka za toa ḱe bidat
potrebni
a) poveḱe od 290 frlaǌa;
b) pomalku od 280 frlaǌa;
v) poveḱe od 275 i pomalku od 295 frlaǌa.

3.3.19. Vo edna fabrika se proizveduvaat qokoladi od 100 mm. Pri
toa, 30% od qokoladite te�at 97 mm, 60% od qokoladite te�at 100 mm
i 10% te�at 103 mm.
a) Da se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na te-

�inata na sluqajno izbrano qokolado;
b) Da se oceni verojatnosta deka vo pakuvaǌe od 200 qokoladi,

proizvoditelot ḱe gubi poveḱe od 50 mm.
v) Da se oceni verojatnosta deka vo pakuvaǌe od 200 qokoladi,

proizvoditelot ḱe gubi toqno 50 mm.
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g) Da se oceni verojatnosta deka vo pakuvaǌe od 200 qokoladi,
proizvoditelot ḱe ima zaguba.

3.3.20. Neka Yn e sluqajnata promenliva xto ja oznaquva vrednosta
na akciite na edna firma vo n-tiot den od godinata. Poznato e deka
promenite na cenata na akciite meǵu dva posledovatelni denovi, Xn =
Yn+1 − Yn, se vzaemno nezavisni sluqajni promenlivi so matematiqko
oqekuvaǌe 0 i standardna devijacija 1/4. Ako Y1 = 100, da se ocenat
verojatnostite
a) P (Y365 ≥ 100),
b) P (Y365 ≥ 110),
v) P (Y365 ≥ 120).

3.3.21. Poznato e deka qestiqki zatvoreni vo dolga cefka postojano se
dvi�at napred - nazad. Brzinata na dvi�eǌe na qestiqkite e sluqajna
promenliva so matematiqko oqekuvaǌe 0 cm/s i standardna devijacija
1 cm/s.Neka vo cefkata ima 1020 qestiqki.
a) Da se opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na ari-

tmetiqkata sredina od brzinite na site qestiqki.
b) Da se oceni verojatnosta deka aritmetiqkata sredina od brzi-

nite na site qestiqki ḱe bide pogolema ili ednakva na 10−9 cm/s.
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Glava 4

STATISTIQKI OCENKI

4.1 TOQKASTI OCENKI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

4.1.1. Neka generalnoto mno�estvo X ima raspredelba

X =
( −2 −1 0 5

θ/6 θ/4 θ/3 1− 3θ/4

)
.

Vrz osnova na sluqajniot primerok

vrednost -2 -1 0 5
broj na pojavuvaǌa 1 2 3 2

da se izvrxi ocenka na parametarot θ so pomox na
a) metodot na momenti;
b) metodot na maksimalna verojatnost.

Rexenie.
a) Ocenka na parametarot θ so pomox na metodot na momenti se vrxi so

rexavaǌe na ravenkata MX = x. Od zakonot na raspredelba na verojat-
nostite na X se dobiva

MX = (−2) · θ

6
+ (−1) · θ

4
+ 0 · θ

3
+ 5 ·

„
1− 3θ

4

«
= 5− 13

3
θ,

121
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a od sluqajniot primerok so obem n = 3 + 2 + 1 + 2 = 8, sleduva

x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
1

8
· ˆ1 · (−2) + 2 · (−1) + 3 · 0 + 2 · 5˜ =

3

4
.

Zatoa, ravenkata MX = x se sveduva na

5− 13

3
bθ =

3

4
,

i so nejzino rexavaǌe se dobiva deka ocenkata na parametarot θ so po-
mox na metodot na momenti e bθ = 51

52
≈ 0.98.

b) Opredeluvaǌe ocenka na parametarot θ so pomox na metodot na maksi-
malna verojatnost se vrxi so naoǵaǌe vrednost na θ za koja funkcijata
na verojatnosta L postignuva maksimum, t.e., so rexavaǌe na ravenkata
∂ ln L

∂θ
= 0. Funkcijata na verojatnosta se opredeluva na sledniot naqin

L = (P (X = −2))1 · (P (X = −1))2 · (P (X = 0))3 · (P (X = 5))2

=

„
θ

6

«1

·
„

θ

4

«2

·
„

θ

3

«3

·
„

1− 3θ

4

«2

.

Ponatamu,

ln L = 6 ln θ − ln 6− 2 ln 4− 3 ln 3 + 2 (ln(4− 3θ))− 2 ln 4,

pa ravenkata ∂ ln L
∂θ

= 0 e ekvivalentna so

6

θ
− 6

4− θ
= 0.

i za parametarot θ se dobiva ocenkata bθ = 1.

4.1.2. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo xto ima eksponencijalna raspredelba, t.e., ima gustina

pX(x) =
{

1
θ e−x/θ, x > 0

0, x ≤ 0
.

Da se izvrxi ocenka na parametarot θ so pomox na
a) metodot na momenti;
b) metodot na maksimalna verojatnost.

Da se proveri dali dobienite ocenki se centrirani.

Rexenie.
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a) Sliqno kako vo delot (a) od prethodnata zadaqa, treba da se rexi
ravenkata MX = x. Za matematiqkoto oqekuvaǌe na X se dobiva

MX =

Z +∞

−∞
xpX(x)dx =

Z +∞

0

x

θ
e−x/θdx = −θe−x/θ(1 + x)

˛̨
˛
+∞

0
= θ,

pa zatoa ocenkata na parametarot θ so pomox na metodot na moment

bθ = x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

b) Soglasno metodot na maksimalna verojatnost treba da se najde za koe θ
funkcijata na verojatnosta L postignuva maksimum, odnosno treba da se
rexi ravenkata ∂ ln L

∂θ
= 0. Za funkcijata na verojatnosta L se dobiva

L = pX(x1) · pX(x2) · · · · · pX(xn) =
1

θ
e−x1/θ · 1

θ
e−x2/θ · · · · · 1

θ
e−xn/θ =

=
1

θn
· e−

x1+x2+···+xn
θ =

1

θn
· e−nx/θ.

Zatoa, ln L = −n ln θ − nx/θ, pa ravenkata ∂ ln L
∂θ

= 0 se sveduva na

−n

θ
+

nx

θ2
= 0

i ocenkata na parametarot θ so pomox na metodot na maksimalna vero-
jatnost e bθ = x.

Mo�e da se zakluqi deka so obata metodi se dobi osta ocenka, bθ = x.

4.1.3. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo xto ima gustina

pX(x) =
{

2
θ2 e−

2
θ

√
x, x > 0

0, x ≤ 0
.

Da se izvrxi ocenka na parametarot θ so pomox na metodot na mak-
simalna verojatnost. Potoa da se proveri dali dobienata ocenka e
centrirana, konsistentna i efikasna. Pri toa da se iskoristi deka
za n ∈ N,

∫ +∞
0

tne−tdt = n!.

Rexenie.
Ocenka na θ: Funkcijata na verojatnosta e

L = pX(x1) · pX(x2) · · · · · pX(xn) =
2

θ2
e−

2
θ

√
x1 · 2

θ2
e−

2
θ

√
x2 · · · · · 2

θ2
e−

2
θ

√
xn =

=
2n

θ2n
· e− 2

θ (√x1+
√

x2+···+√xn) =
2n

θ2n
· e− 2

θ

Pn
i=1

√
xi ,
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pa zatoa

ln L = n ln 2− 2n ln θ − 2

θ
·

nX
i=1

√
xi.

Baranata ocenka se dobiva od uslovot funkcijata L da postigne maksimalna
vrednost, t.e.

∂ ln L

∂θ
≡ −2n

θ
+

2

θ2
·

nX
i=1

√
xi = 0,

od kade bθ = 1
n
·Pn

i=1

√
xi.

Proverka na centriranosta: Treba da se proveri dali Mbθ = θ. Za taa cel

Mbθ = M

 
1

n
·

nX
i=1

√
xi

!
=

1

n
·M

 
nX

i=1

√
xi

!
=

1

n
·

nX
i=1

M (
√

xi) = M
“√

X
”

.

Ponatamu, neka Y =
√

X i f(x) =
√

x, pa za presmetka na gustinata na raspre-
delba na Y, sliqno kako vo rexenieto na zadaqa 2.4.7, za x > 0 se dobiva

pY (x) =
˛̨
(f−1(x))′

˛̨
· pX

`
f−1(x)

´
= |2x| · 2

θ2
e−

2
θ

√
x2

=
4x

θ2
e−2x/θ.

Zatoa

Mbθ = M
“√

X
”

= MY =

Z +∞

−∞
xpY (x)dx =

Z +∞

0

4x2

θ2
e−2x/θdx =

=

»
t =

2x

θ
, dx =

θ

2
dt

–
=

θ

2
·
Z +∞

0

t2e−tdt = θ.

Znaqi, ocenkata bθ e centrirana.

Proverka na konsistentnosta: Treba da se proveri dali

lim
n→∞

P
“˛̨
˛bθ − θ

˛̨
˛ ≥ ε

”
= 0.

Koristejḱi go neravenstvoto na Qebixev se dobiva

P
“˛̨
˛bθ − θ

˛̨
˛ ≥ ε

”
= P

“˛̨
˛bθ − Ebθ

˛̨
˛ ≥ ε

”
≤ Dbθ

ε2
.
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Ponatamu

Dbθ = D

 
1

n
·

nX
i=1

√
xi

!
=

1

n2
·D
 

nX
i=1

√
xi

!
=

1

n2
·

nX
i=1

D (
√

xi) =

=
1

n2
·

nX
i=1

D
“√

X
”

=
1

n
·D
“√

X
”

=
1

n
·
h
M
“√

X
2
”
−M2

“√
X
”i

i

M
“√

X
2
”

= MX =

Z +∞

−∞
xpX(x)dx =

Z +∞

0

2x

θ2
e−2

√
x/θdx =

=

»
t =

2
√

x

θ
, dx =

tθ2

2
dt

–
=

θ2

4
·
Z +∞

0

t3e−tdt =
3θ2

2
.

Zatoa,

Dbθ =
1

n

„
3θ2

2
− θ2

«
=

θ2

2n

i vraḱajḱi se vo neravenstvoto na Qebixev

P
“˛̨
˛bθ − θ

˛̨
˛ ≥ ε

”
≤ Dbθ

ε2
=

θ2

2nε2
.

Posledniot izraz konvergira kon nula koga n konvergira kon beskrajnost. Od
toa sleduva deka ocenkata bθ e konsistentna.

Proverka na efikasnosta: Treba da se presmeta efikasnosta na ocenkata

e
“bθ
”

=

 
Dbθ · n ·M

„
∂ ln pX(X)

∂θ

«2
!−1

.

Za taa cel,

ln pX(X) = ln 2− 2 ln θ +
2

θ

√
X,

∂ ln pX(X)

∂θ
= −2

θ
+

2

θ2

√
X

i

M

„
∂ ln pX(X)

∂θ

«2

= M

„
−2

θ
+

2

θ2

√
X

«2

= M

„
4

θ2
− 8

θ3

√
X +

4

θ4
X

«
=

=
4

θ2
− 8

θ3
·M

“√
X
”

+
4

θ4
·MX =

4

θ2
− 8

θ3
· θ +

4

θ4
· 3θ2

2
=

2

θ2
.

Koneqno

e
“bθ
”

=

„
θ2

2n
· n · 2

θ2

«−1

= 1
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i toa znaqi deka ocenkata bθ e najefikasna.

4.1.4. Koristejḱi go metodot na momenti da se oceni verojatnosta p
na eden sluqaen nastan A ako vo serija od n nezavisni eksperimenti
nastanot A nastapil m pati. Da se proveri dali dobienata ocenka e
centrirana i efikasna.

Rexenie. Ako nastapuvaǌeto na nastanot A pri eksperimentot se oznaqi so
1, a ne-nastapuvaǌeto so 0, togax situacijata opixana vo zadaqata e ekviva-
lentna so slednata: sluqaen primerok x1, x2, . . . , xn, izvleqen e od generalno
mno�estvo X so raspredelba

X =

„
0 1

1− p p

«

i pri toa
Pn

i=1 xi = m. Zatoa, spored metodot na momenti p = MX = x = m
n

,
t.e., se dobiva ocenkata bp = m

n
.

Proverka na centriranosta: Dali Mbp = p? Za taa cel

Mbp = M
“m

n

”
=

1

n
·M

 
nX

i=1

xi

!
=

1

n
·

nX
i=1

M (xi) =
1

n
·

nX
i=1

MX =
1

n
·n · p = p.

Znaqi, ocenkata bp e centrirana.

Proverka na efikasnosta: Od

pX(x) =


p, x = 1

1− p, x = 0
,

sleduva

∂ ln pX(X)

∂θ
=

 1
p
, x = 1

− 1
1−p

, x = 0
,

i ponatamu

M

„
∂ ln pX(X)

∂θ

«2

=
1

p2
· p +

1

(1− p)2
· (1− p) =

1

p(1− p)
.

Sliqno

Dbp = D
“m

n

”
=

1

n2
·D
 

nX
i=1

xi

!
=

1

n2
·

nX
i=1

D (xi) =

=
1

n2
·

nX
i=1

DX =
1

n
· n · p · (1− p) =

p(1− p)

n
.
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Na krajot, za efikasnosta na ocenkata bp se dobiva

e
“bθ
”

=

 
Dbθ · n ·M

„
∂ ln pX(X)

∂θ

«2
!−1

=

„
p(1− p)

n
· n · 1

p(1− p)

«−1

= 1,

t.e., ocenkata bp e najefikasna.

4.1.5. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo X so ramnomerna raspredelba na segmentot [a, b]. Da se
izvrxi ocenka na parametrite a i b so pomox na metodot na maksi-
malna verojatnost.

Rexenie. Gustinata na X e

pX(x) =


1

b−a
, x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b]
.

Od ovde za funkcijata na verojatnosta se dobiva

L = pX(x1) · pX(x2) · · · · · pX(xn) =

„
1

b− a

«n

.

Ponatamu, od ln L = −n ln(b− a) sleduva ∂ ln L
∂a

= n
b−a

> 0, odnosno L e rasteqka
funkcija po parametarot a. Soglasno metodot na maksimalna verojatnost,
funkcijata L treba da postigne maksimalna vrednost, pa zatoa, ocenkata na
parametarot a e najgolemiot realen broj xto go zadovoluva uslovot xi ∈ [a, b],
i = 1, 2, . . . , n, t.e.

ba = min{x1, x2, . . . , xn}.

Na sliqen naqin od ∂ ln L
∂b

= − n
b−a

< 0 se dobiva

bb = max{x1, x2, . . . , xn}.

Dopolnitelni zadaqi

4.1.6. Neka generalnoto mno�estvo X ima raspredelba

X =
( −2 −1 0 2 5

θ
5

θ
5

θ
4

θ
4 1− θ

10

)
.
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Vrz osnova na sluqajniot primerok

vrednost -2 -1 0 2 5
broj na pojavuvaǌa 1 2 2 1 1

da se izvrxi ocenka na parametarot θ so pomox na
a) metodot na momenti;
b) mrodot na maksimalna verojatnost.

4.1.7. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo xto ima Puasonova raspredelba, t.e., P (X = k) = λk

k! e
−λ,

k = 0, 1, . . . . Da se izvrxi ocenka na parametarot λ so pomox na
a) metodot na momenti;
b) metodot na maksimalna verojatnost.

Da se proveri dali dobienite ocenki se centrirani.

4.1.8. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo xto ima eksponencijalna raspredelba, t.e., ima gustina

pX(x) =
{

x
θ2 e−x/θ, x > 0

0, x ≤ 0
.

Da se izvrxi ocenka na parametarot θ so pomox na
a) metodot na momenti;
b) metodot na maksimalna verojatnost.

Da se proveri dali dobienite ocenki se centrirani.

4.1.9. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo xto ima gustina

a) pX(x) =
{

2
θ2 e−

2
θ

√
x, x ≥ 0

0, x < 0
, θ > 0;

b) pX(x) =
{

1
θx−

1+θ
θ , x > 1

0, x ≤ 1
, θ ∈ (0, 1);

v) pX(x) = 1
2e−|x−θ|;
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g) pX(x) =
{

axθ−1, x ∈ (0, 1)
0, x /∈ (0, 1) ;

d) pX(x) =

{
2
√

2√
θπ

e−
2
θ x2

, x > 0
0, x ≤ 0

.

Da se izvrxi ocenka na parametarot θ so pomox na metodot na mak-
simalna verojatnost. Potoa da se proveri dali dobienata ocenka e
centrirana, konsistentna i efikasna.

4.1.10. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo xto ima ramnomerna raspredelba na segmentot [a, b]. Da
se izvrxi ocenka na parametarot d = b − a so pomox na metodot na
maksimalna verojatnost. Potoa da se proveri dali dobienata ocenka
e centrirana i konsistentna.

4.1.11. Neka x1, x2, . . . , xn e sluqaen primerok izvleqen od generalno
mno�estvo xto ima ramnomerna raspredelba na segmentot [0, θ]. Za
ocenkite

θ̂1 =
n + 1

n
·max {x1, x2, . . . , xn} i θ̂ =

2
n
·

n∑

i=1

xi

da se ispita centriranosta i da se proveri koja od niv e poefikasna.

4.1.12. Realizirani se dve serii od po n1 i n2 nezavisni eksperi-
menti, soodvetno. Vo prvata serija sluqajniot nastan A nastapil m1

pati, a vo vtorata serija m2 pati. So metodot na maksimalna vero-
jatnost da se oceni verojatnosta p = P (A), za realizacija na nastanot
A, smetajḱi deka taa e ista za sekoj eksperiment od dvete serii.

4.2 INTERVAL NA DOVERBA ZA FREKFENCIJATA
KAJ SERIJA NEZAVISNI EKSPERIMENTI

Osnovni elementi od teorija
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(
p̂− zα/2 ·

√
p̂ · (1− p̂)

n
, p̂ + zα/2 ·

√
p̂ · (1− p̂)

n

)
(4.1)

Rexeni zadaqi

4.2.1. Vo edna anketa od 50 ispitanici, 19 se izjasnile deka poveḱe
im se dopaǵa instant, otkolku filter kafe. Da se opredeli 95%-ten
interval na doverba za verojatnosta na sluqajno izbran qovek poveḱe
da mu se dopaǵa instant kafe. Kolku luǵe treba da se anketiraat za
95%-tniot interval na doverba da bide xirok 0.1?

Rexenie. Od n = 50 ispitanici, za instant kafe se izjasnile m = 19, pa
soglasno zadaqa 4.1.4 se dobiva deka najdobrata centrirana ocenka za ve-
rojatnosta na sluqajno izbran qovek poveḱe da mu se dopaǵa instant kafe e
bp = m

n
= 19

50
. Bidejḱi nbp = 19 ≥ 10 i n(1 − bp) = 31 ≥ 10 za opredeluvaǌe na

baraniot interval mo�e da se koristi formulata (4.1).
Ponatamu, za 1 − α = 95% = 0.95, se dobiva α = 0.05 i 1 − α/2 = 0.975. Vo

tabela 1 verojatnosta 0.975 odgovara na z-vrednosta 1.96 i zatoa zα/2 = z0.025 =
1.96. Koneqno, spored formulata baraniot interval na doverba e

 
bp− zα/2 ·

r
bp · (1− bp)

n
, bp + zα/2 ·

r
bp · (1− bp)

n

!
≡

≡
0
@19

50
− 1.96 ·

s
19
50
· 31

50

50
,

19

50
+ 1.96 ·

s
19
50
· 31

50

50

1
A = (0.245, 0.515).

Znaqi, so sigurnost od 95% mo�e da se tvrdi slednoto: verojatnosta deka
sluqajno izbran qovek ḱe saka poveḱe instant, vo odnos na filter kafe, se
naoǵa vo intervalot (0.245, 0.515).

Dobieniot interval na doverba xirok e 0.515 − 0.245 = 0.27, a ako sakame
interval xirok w = 0.1 togax treba da se anketiraat

n =

„
2 zα/2

w

«2

bp (1− bp) =

„
2 · 1.96

0.05

«2

· 19

50
· 31

50
= 362.032 ≈ 362,

luǵe. Verojatnosta p ja aproksimirame so nejzinata najdobra centrirana
ocenka bp.
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4.2.2. Vo edna serija od 400 nezavisni eksperimenti, sluqajniot nas-
tan A nastapil 280 pati. Da se opredeli 90%-ten interval na doverba
za frekfencijata na nastapuvaǌe na nastanot A. Kolku eksperimenti
treba da se izvrxat za 90%-tniot interval na doverba da bide xirok
0.02?

Rexenie. Od n = 400 eksperimenti, nastanot A nastapil m = 280 pati, pa
zatoa najdobrata centrirana ocenka za frekfencijata na nastapuvaǌe na A e
bp = m/n = 0.7. Ponatamu za 1 − α = 90% = 0.9, se dobiva α = 0.1, 1 − α/2 =
0.95 i vo tabela 1 za verojatnosta 0.95 se otqituva z-vrednost pomeǵu 1.64 i
1.65, t.e., vrednost 1.645. Zatoa zα/2 = z0.05 = 1.645. Bidejḱi nbp = 280 ≥ 10 i
n(1− bp) = 120 ≥ 10, mo�e da se koristi formulata (4.1) i da se dobie

 
bp− zα/2 ·

r
bp · (1− bp)

n
, bp + zα/2 ·

r
bp · (1− bp)

n

!
≡

≡
 

0.7− 1.645 ·
r

0.7 · 0.3

400
, 0.7 + 1.645 ·

r
0.7 · 0.3

400

!
= (0.662, 0.738).

Za da se dobie 90%-ten interval na doverba so xiroqina w = 0.02 treba
da se izvrxat

n =

„
2 zα/2

w

«2

bp (1− bp) =

„
2 · 1.645

0.02

«2

· 0.7 · 0.3 = 5682.65 ≈ 5683

eksperimenti. Vo presmetkata vrednosta na frekfencijata, p, ja aproksimi-
rame so nejzinata najdobra centrirana ocenka bp.

4.2.3. Vo eden servis na avtomobili ispituvaǌata poka�ale deka 20%
od luǵeto koi gi servivirale svoite avtomobili kaj niv, ne bile zado-
volni od uslugata. Posle prevzemenite merki za podobruvaǌe na us-
lugata potrebno e da se sprovede nova anketa. Kolku luǵe treba da
se anketiraat za 99%-tniot interval na doverba za procentot na luǵe
koi ne se zadovolni od uslugata da bide so xirina od 8%?

Rexenie. Za 1−α = 99% = 0.99, se dobiva α = 0.01 i 1−α/2 = 0.995. Vo tabela
1 za verojatnosta 0.995 se otqituva z-vrednost pomeǵu 2.57 i 2.58, t.e., vrednost
2.575. Zatoa zα/2 = z0.005 = 2.575, pa zemajḱi p = 20% = 0.2 i w = 8% = 0.08,
spored formulata

n =

„
2 zα/2

w

«2

p (1− p) =

„
2 · 2.575

0.08

«2

· 0.2 · 0.8 = 663.06,

se zakluquva deka za da se dobie 99%-ten interval na doverba so xiroqina
w = 8% treba da se ispitaat 663 luǵe.
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Dopolnitelni zadaqi

4.2.4. Eden eksperiment se povtoruva n = 100 pati i pri toa nastanot
A nastapuva
a) m = 22 pati;
b) m = 18 pati;
v) m = 25 pati;
g) m = 16 pati.

Za sekoj od ovie sluqai da se opredeli 99%-ten interval na doverba
za verojatnosta za nastapuvaǌe na nastanot A. Kolku eksperimenti
treba da se napravat za ovoj interval da bide xirok 0.1?

4.2.5. Od 40 studenti koi diplomirale na eden fakultet, 30 se izjas-
nile deka se vrabotile vo prvata godina po diplomiraǌeto. Da se
opredeli 95%-ten interval na doverba za verojatnosta deka sluqajno
izbran diplomec od fakultetot ḱe se vraboti vo prvata godina po
diplomiraǌeto. Kolku diplomirani treba da se anketiraat za ovoj
interval da bide xirok 0.1?

4.2.6. Od prvite 5000 bebiǌa rodeni vo 2003 godina, 2627 se maxki.
Da se opredeli, so sigurnost od 99%, vo koj interval se naoǵa vero-
jatnosta za raǵaǌe na maxko bebe.

4.2.7. Vo edna fabrika vo poslednata decenija 264 rabotnici se zdo-
bile so povredi na rabotnoto mesto, a 68 od niv po svoja vina. Da se
opredeli 90%-ten interval na doverba za procentot na rabotnici, od
vkupniot broj na povredeni rabotnici, koi povredite gi zdobile po
svoja vina.

4.2.8. Od 45 anketirani, 8 se izjasnile kako puxaqi. Da se opredeli
95%-ten interval na doverba za procentot na puxaqi meǵu luǵeto.
Kolku luǵe treba da se anketiraat za ovoj interval da bide xirok
5%?

4.2.9. Nov lek, za da se testira, daden im e na 40 bolni koi prifatile
da go zemat. Kaj 28 od niv situacijata se podobrila. Da se opredeli,
so sigurnost od 99%, vo koj interval se naoǵa verojatnosta deka lekot
ḱe predizvika podobruvaǌe na sostojbata kaj sluqajno izbran qovek
koj e bolen od soodvetnata bolest. Kolku bolni treba da go testiraat
lekot za ovoj interval da bide xirok 0.02?
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4.2.10. Izdavaq na dneven vesnik vo edno avoi ispituvaǌe konstati-
ral deka od 1000 kupuvaqi na vesnikot, 623 bile ma�i. Da se opredeli
90%-ten interval na doverba za procentot na ma�i meǵu kupuvaqite
na vesnikot.

4.2.11. Studentskata organizacija na eden fakultet anketirala 50
studenti, i 47 od niv se soglasile deka brojot na sesii vo tekot na
uqebnata godina treba da se namali. Da se opredeli 95%-ten inter-
val na doverba za procentot na studenti koi smetaat deka brojot na
sesii treba da se namali. Kolku studenti treba da se anketiraat za
ovoj interval da bide xirok 4%?

4.3 INTERVAL NA DOVERBA
ZA MATEMATIQKOTO OQEKUVAǋE

Osnovni elementi od teorija

(
x− zα/2 ·

σ√
n

, x + zα/2 ·
σ√
n

)
, (4.2)

(
x− zα/2 ·

s√
n

, x + zα/2 ·
s√
n

)
, (4.3)

(
x− tα/2 ·

σ√
n

, x + tα/2 ·
σ√
n

)
, (4.4)

(
x− tα/2 ·

s√
n

, x + tα/2 ·
s√
n

)
, (4.5)

Rexeni zadaqi
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4.3.1. Ispitan e vekot na traeǌe na 100 sijalici i dobien e sreden
vek na traeǌe 3042 qasovi. Ako e poznato deka vekot na traeǌe na
edna sijalica ima standardna devijacija od 120 qasovi da se opredeli
95%-ten interval na doverba za matematiqkoto oqekuvaǌe na vekot
na traeǌe na celata serija sijalici. Kolku sijalici treba da se
ispitaat za ovoj interval da bide xirok 30 qasovi?

Rexenie. Potrebno e da se opredeli interval na doverba za matematiqkoto
oqekuvaǌe na vekot na traeǌe na sijalicite pri poznata standardna devija-
cija, σ = 120 qasovi, i golem primerok n = 100 ≥ 30. Za taa cel se koristi
formulata (4.2). So ispituvaǌe na 100-te sijalici dobien e sreden vek na
traeǌe x = 3042 qasovi. Ponatamu, kako vo zadaqa 4.2.1 za 1− α = 95% = 0.95
se dobiva zα/2 = z0.025 = 1.96. Na krajot, soglasno formulata (4.2), se dobiva

„
x− zα/2 · σ√

n
, x + zα/2 · σ√

n

«
≡
„

3042− 1.96 · 120√
100

, 3042 + 1.96 · 120√
100

«
≈

≈ (3018, 3066),

t.e., so sigurnost od 95% mo�e da se tvrdi deka vekot na traeǌe na sluqajno
izbrana sijalica ḱe bide pomeǵu 3018 i 3066 qasovi.

Dobieniot interval e xirok 3066 − 3018 = 48 qasovi, a za da bide xirok
w = 30 qasovi treba da se ispitaat

n =

„
2 · zα/2 · σ

w

«2

=

„
2 · 1.96 · 120

30

«2

= 245.86 ≈ 246

sijalici.

4.3.2. Eden ispit go polagale opredelen broj studenti. Na sluqaen
naqin se izbrani 45 od niv i konstatirano e deka bile oceneti so
slednite poeni

98 92 86 92 85 62 90 64 73 75 54 65 68 50 67
74 52 78 75 65 83 70 90 77 90 65 70 60 65 67
35 58 47 45 62 50 45 60 35 25 34 39 61 70 57

Da se opredeli intevalot vo koj so sigurnost od 99% se naoǵa matema-
tiqkoto oqekuvaǌe na poenite so koi e ocenet student xto go polaga
ispitot. Kolku studenti treba da go polagaat ispitot za da se dobie
99%-ten interval na doverba so xirina 10 poeni?

Rexenie. Dadeni se poenite na sluqaen primerok od n = 45 studenti i
ne e dadena disperzijata (standardnata devijacija). Znaqi, potrebno e da
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se opredeli interval na doverba za matematiqkoto oqekuvaǌe pri nepoznata
standardna devijacija i golem primerok n = 45 ≥ 30. Za taa cel se koristi
formulata (4.3).

Neka xi, i = 1, 2, . . . , 45, go oznaquva brojot na poeni so koj e ocenet i-tiot
student. Nivnata srednata vrednost e

x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
1

45
· (98 + 92 + 86 + · · ·+ 70 + 57) =

1

45
· 2925 = 65

a centriranata ocenka na standardnata devijacija e

s2 =
1

n− 1
·

nX
i=1

(xi − x)2 =
1

44
· ˆ(98− 65)2 + (92− 65)2 + · · ·+ (57− 65)2

˜
=

= 305.36,

t.e., s = 17.47. Za 1 − α = 99% = 0.99 kako vo zadaqa 4.2.3 se dobiva zα/2 =
z0.005 = 2.575.

Koneqno, spored formulata (4.3), se dobiva

„
x− zα/2 · s√

n
, x + zα/2 · s√

n

«
≡
„

65− 2.575 · 17.47√
45

, 65 + 2.575 · 17.47√
45

«
=

≈ (58.2, 71.7),

pa so sigurnost od 99% mo�e da se tvrdi deka sluqajno izbran student ḱe bide
bide ocenet so poveḱe od 58.2, pomalku od 71.7 poeni.

Za dobieniot interval da bide xirok w = 10 poeni treba da se poseduvaat
podatoci za

n =

„
2 · zα/2 · s

w

«2

=

„
2 · 2.575 · 17.47

10

«2

= 80.95 ≈ 81

student.

4.3.3. Dnevnata potroxuvaqkata na elektriqna energija vo edno pret-
prijatie vo tekot na edna godina dadena e vo slednata tabela

el. energija [MW] 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60
denovi vo godinata 22 49 124 118 52

Da se opredeli intervalot na doverba za srednata vrednost na dnev-
nata potroxuvaqka na elektriqna energija so nivo na doverba od 90%.
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Rexenie. So naoǵaǌe na sredinite na intervalite potroxena elektriqna
energija se dobiva tabelata

el. energija [MW] 15 25 35 45 55
denovi vo godinata 22 49 124 118 52

Vo tabelata dadena e potroxuvaqkata na elektriqna energija za n = 22 + 49 +
124 + 118 + 52 = 365 denovi vo godinata. Znaqi treba da se opredeli interval
na doverba za matematiqkoto oqekuvaǌe pri nepoznata standardna devijacija
i golem primerok n = 365 ≥ 30 i za taa cel ḱe se koristi formulata (4.3).

Dadeni se 5 razliqni potroxuvaqki, pa neka ni go oznaquva brojot na de-
novi so potroxuvaqka na elektriqna energija od xi MW, i = 1, 2, 3, 4, 5, t.e.,

xi [MW] 15 25 35 45 55
ni-denovi 22 49 124 118 52

Od ovde, srednata dnevna potroxuvaqka iznesuva

x =
1

n
·

5X
i=1

ni · xi =
1

365
· (22 · 15 + 49 · 25 + · · ·+ 53 · 55) = 38.53

so centrirana ocenka na standardnata devijacija

s2 =
1

n− 1
·

5X
i=1

ni · (xi − x)2 =

=
1

364
· ˆ22 · (15− 38.53)2 + · · ·+ 52 · (55− 38.53)2

˜
= 114.67,

t.e., s = 10.7. Za 1 − α = 90% na ist naqin kako vo zadaqa 4.2.2 se dobiva
zα/2 = z0.05 = 1.645. So ovie parametri i so pomox na formulata (4.3) se
dobiva baraniot interval na doverba

„
x− zα/2 · s√

n
, x + zα/2 · s√

n

«
≡

≡
„

38.53− 1.645 · 10.7√
365

, 38.53− 1.645 · 10.7√
365

«
≈ (37.6, 39.5).

Poinaku ka�ano, verojatnosta deka srednata vrednost na dnevnata potroxu-
vaqka na elektriqna energija ḱe se naoǵa pomeǵu 37.6 i 39.5 MW iznesuva 90%.

4.3.4. Pri mereǌeto na koncentracijata na edna aktivna supstancija
vo daden rastvor dobieni se vrednostite 1.7431, 1.7496 i 1.7382 [g/l]. Da
se opredeli 98%-ten interval na doverba za matematiqkoto oqekuvaǌe
na koncentracijata na supstancijata vo rastvorot, ako e poznato deka
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rezultatite od mereǌata se so normalna raspredelba so standardna
devijacija 0.0059 [g/l]. Kolku mereǌa se potrebni za ovoj interval da
bide xirok 0.02 [g/l]?

Rexenie. Vo ovaa zadaqa treba da se opredeli interval na doverba na
matematiqko oqekuvaǌe pri poznata standardna devijacija σ = 0.0059 i mal
primerok n = 3 < 30 zemen od generalno mno�estvo so normalna rspredelba.
Za taa cel se koristi formulata (4.4). Srednata koncentracija na aktivnata
supstancija vo rastvorot e

x =
1.7431 + 1.7496 + 1.7382

3
= 1.7436,

a za 1−α = 98% = 0.98 od tabela 2 za n−1 = 2 stepeni na sloboda i verojatnost
p = α/2 = 0.01 se otqituva t-vrednost 6.965. Znaqi tα/2 = t0.01 = 6.965 pa so
formulata (4.4) go dobivame baraniot interval na doverba

„
x− tα/2 · σ√

n
, x + tα/2 · σ√

n

«
≡

≡
„

1.7436− 6.965 · 0.0059√
3

, 1.7436 + 6.965 · 0.0059√
3

«
≈ (1.71987, 1.76732).

Toa znaqi deka so sigurnost od 98% proseqnata koncentracija na aktivna sup-
stancija vo rastvotot e pomeǵu 1.71987 i 1.76732 g/l. Za ovoj interval (opseg)
da bide xirok 0.02 g/l treba da se izvrxat

n =

„
2 · tα/2 · σ

w

«2

=

„
2 · 6.965 · 0.0059

0.02

«2

= 16.887 ≈ 17

mereǌa.

4.3.5. Brojot na qasovi na rabota na mobilnite telefoni bez da ima
potreba od polneǌe na baterijata e so normalna raspredelba. Eden
korisnik na mobilen telefon gi zabele�al slednite periodi (izra-
zeni vo qasovi) na nepreqena rabota na mobilniot bez polneǌe na
baterijata: 84, 100, 92, 77 i 89. Da se opredeli 96%-ten interval na
doverba za srednata vrednost na brojot na qasovi pomeǵu dve posle-
dovatelni (neophodni) polneǌa na baterijata na mobilniot telefon.
Kolku podatoci se potrebni za xirinata na 96%-tniot interval na
doverba da iznesuva 10 qasovi?

Rexenie. Se bara da se presmeta interval na doverba na matematiqko oqeku-
vaǌe pri nepoznata disperzija i mal primerok n = 5 < 30 zemen od generalno
mno�estvo so normalna rspredelba. Toa ḱe se napravi so formulata (4.5).
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Srednata vrednost na dadenite periodi na rabota na telefonot bez pol-
neǌe na baterijata e

x =
1

5
· (84 + 100 + 92 + 77 + 89) = 88.4

qasovi, a centriranata ocenka na standardnata devijacija e

s2 =
1

n− 1
·

nX
i=1

(xi − x)2 =
1

4
· ˆ(84− 88.4)2 + (100− 88.4)2+

+(92− 88.4)2 + (77− 88.4)2 + (89− 88.4)2
˜

= 74.3,

t.e., s = 8.62. Ponatamu, od tabela 2 za n − 1 = 4 stepeni na sloboda i vero-
jatnost p = α/2 = 0.02 se otqituva t-vrednost 2.999, t.e., tα/2 = t0.02 = 2.999.
Zatoa baraniot interval na doverba e

„
x− tα/2 · σ√

n
, x + tα/2 · σ√

n

«
≡

≡
„

88.4− 2.999 · 8.62√
5

, 88.4 + 2.999 · 8.62√
5

«
≈ (76.84, 99.96),

odnosno, srednata vrednost na brojot na qasovi pomeǵu dve posledovatelni
polneǌa na baterijata na mobilniot telefon, so sigurnost od 96%, e pomeǵu
76.84 i 99.96 qasovi.

Za ovoj dobieniot interval na doverba da bide xirok 10 qasovi potrebno
e da se poseduvaat podatoci za

n =

„
2 · tα/2 · s

w

«2

=

„
2 · 2.999 · 8.62

10

«2

= 26.73 ≈ 27

polneǌa na baterijata.

Dopolnitelni zadaqi

4.3.6. Eden eksperiment se povtoruva n pati i pri toa se dobiva
sredna vrednost x i centrirana standardna devijacija s na golem-
inata xto se nabǉuduva.

a) n = 80, x = 0.302 i s = 0.021;
b) n = 80, x = 0.32 i s = 0.021;
v) n = 20, x = 0.302 i s = 0.021;



4.3. Interval na doverba za matematiqkoto oqekuvaǌe 139

g) n = 20, x = 0.32 i s = 0.021.

Za sekoj od ovie sluqai da se opredeli 99%-ten interval na doverba za
matematiqkoto oqekuvaǌe na nabǉuduvanata golemina. Kolku eksper-
imenti treba da se napravat za ovoj interval da bide xirok 0.1?

4.3.7. Ispituvano e vremeto xto í e potrebno na edna maxina za pro-
izvodstvoto na daden del. So 50 oddelni mereǌa dobiena e sredna
vrednost 1.75 qasovi. Ako e poznato deka standardnata devijacija
iznesuva 0.2 qasovi, da se oredeli 99%-ten interval na doverba za
matematiqkoto oqekuvaǌe na vremeto xto í e potrebno na maxinata
za proizvodstvoto na delot. Kolku mereǌa treba da se napravat za
xirinata na intervalot da iznesuva 0.05 qasovi?

4.3.8. Vnatrexniot dijametar na edna gumena zaptivka treba da izne-
suva 20 mm. Izmereni se 80 zaptivki od edna serija i dobiena e sredna
vrednost na dijametarot 19.975 mm i centrirana ocenka za standardna
devijacija 0.03 mm. Da se opredeli 95%-ten interval na doverba za
matematiqkoto oqekuvaǌe na dijametarot na celata serija zaptivki.
Kolku zaptivki treba da se izmerat za da se dobie 95%-ten interval
na doverba so xirina 0.005 mm?

4.3.9. Vo edna anketa ispitani se 2500 domaḱinstva vo pogled na niv-
niot proseqen meseqen prihod. Dobiena e sredna vrednost od 21358
denari za site anketirani domaḱinstva i centrirana ocenka za stan-
dardna devijacija od 1395 denari. Da se opredeli, so sigurnost od
95%, vo koi granici se dvi�i prihodot na proseqno domaḱinstvo.
Kolku domaḱinstva treba da se anketiraat za ovoj interval da bide
xirok 1000 denari?

4.3.10. Vremeto xto mu e potrebno na procesorot za realizacija na
daden algoritam izmereno e 52 pati i dobienite vrednosti izrazeni
vo sekundi, se:

0.045 0.136 8.788 0.079 3.985 1.267 0.379 0.327 0.242
0.136 0.130 0.036 0.136 0.600 0.209 0.506 0.064 0.182
0.088 0.194 0.118 0.258 4.170 0.554 0.412 0.045 0.209
0.361 0.049 0.070 1.639 0.258 0.670 0.567 0.912 0.333
0.182 1.055 0.091 0.579 1.894 0.291 0.445 3.046
0.179 0.336 0.145 0.394 1.070 0.227 0.258 3.888
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Da se opredeli 95%-ten interval na doverba za matematiqkotot oqeku-
vaǌe na vremeto xto mu e potrebno na procesorot za izvrxuvaǌe na
algoritamot. Kolku mereǌa se potrebni za 95%-tniot interval na
doverba da bide xirok 0.02 sekundi?

4.3.11. Vo edno pretprijatie vo prvite 50 denovi od grejnata sezona
zabele�ana e slednata potroxuvaqkata na mazut za greeǌe (izrazena
vo toni)

2.32 6.61 6.90 8.04 9.45 10.26 11.34 11.63 12.66 12.95
13.67 13.72 14.35 14.52 14.55 15.01 15.33 16.55 17.15 18.22
18.30 18.71 19.54 19.55 20.58 20.89 20.91 21.13 23.85 26.04
27.07 28.76 29.15 30.54 31.99 32.82 33.26 33.80 34.76 36.22
37.52 39.28 40.80 43.97 45.58 52.36 61.57 63.85 64.30 69.49

Da se opredeli 99%-ten interval na doverba za srednata vrednost na
potroxuvaqkata na mazut.

4.3.12. Vo edna rasprostraneta mre�a za proda�ba na eden proizvod
zabele�ana e slednata efikasnost na prodavaqite

prodadeni proizvodi 100-150 150-200 200-250 250-300
prodavaqi 14 32 54 23

Da se opredeli intervalot na doverba za matematiqkoto oqekuvaǌe na
brojot na prodadeni proizvodi za sluqajno izbran prodavaq so nivo
na doverba od 99%.

4.3.13. Za da se proveri toqnosta na edna vaga se vrxat 5 mereǌa na
telo za koe so sigurnost se znae deka ima masa 10 g. Pri toa, srednata
vrednost od rezultatite na pette mereǌa e 10.0023 g i standardnata
devijacija e 0.0002 g. Da se opredeli 99%-ten interval na doverba
za matematiqkoto oqekuvaǌe na rezultatite od mereǌata, ako se znae
deka tie se so normalna raspredelba. Kolku mereǌa se potrebni za
da se dobie 99%-ten interval na doverba so xirina 0.0005 g?

4.3.14. Izmerena e telesnata te�ina na 16 atletiqari i dobiena e
sredna vrednost 65 kg i standardna devijacija 4 kg. Ako e poznato
deka telesnata te�ina na atletiqarite ima normalna raspredelba,
togax da se opredeli, so sigurnost od 90%, vo koi granici se dvi�i
telesnata te�ina na proseqen atletiqar.
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4.3.15. Pet parceli, sekoja so povrxina od eden hektar, posejani se
so pqenica. Dobieniot prinos, po parceli, e: 6, 6.4, 5.9, 7 i 6.6
toni. Smetajḱi deka prinosot na pqenica ima normalna raspredelba
so standardna devijacija 0.5 toni, da se opredeli 90%-tniot interval
na doverba za matematiqkloto oqekuvaǌe na prinosot.

4.3.16. Koncentracijata na fosfor vo krvta na qovekot e razliqna vo
sekoj moment i ima normalna raspredelba. Kaj eden pacient pri 6 ra-
zliqni mereǌa dobieni se slednite koncentracii: 5.6, 5.1, 4.6, 4.8, 5.7
i 6.4 mg/dl. Da se opredeli 90%-ten interval na doverba za srednata
vrednost na koncentracijata na fosfor vo krvta na pacientot.

4.3.17. Tri primeroci od nov model na avtomobil se vozat neprek-
inato po kru�na pateka i do pojavata na prviot defekt pominuvaat
540327, 480974 i 550913 km, soodvetno. Poznato e deka brojot na pomi-
nati kilometri ima normalna raspredelba. Da se opredeli, so sig-
urnost od 90%, vo koi granici ḱe se dvi�i brojot na pominati kilo-
metri do pojavata na prviot defekt. Kolku avtomobili treba da se
ispitaat za toj opseg, so sigurnost od 99%, da bide pomal od 10000 km?

4.3.18. Zadaqite 4.3.1, 4.3.4, 4.3.7, 4.3.8, 4.3.9, 4.3.13, 4.3.14 i 4.3.14
da se rexat pod pretpostavka deka ne e poznata standardnata devija-
cija. Dobienite rezultati da se sporedat maǵu sebe.

4.4 INTERVAL NA DOVERBA ZA DISPERZIJATA

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

4.4.1. Eden proizvoditel na osve�itelni pijaloci saka da proveri
vo koi granici se dvi�i srednoto otstapuvaǌe na polneneǌeto kaj
limenkite koi ”teoretski” treba da sodr�at 330 ml pijalok. Za taa
cel na sluqaen naqin se izbrani 20 limenki i nivnata sodr�ina e

335 330 327 322 328 333 341 327 322 312
336 330 336 336 321 329 325 333 334 327
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Da se opredeli 99%-ten ednostran i dvostran interval na doverba za
disperzijata i standardnata devijacija na sodr�inata na pijalok vo
limenkite ako e poznato deka taa ima normalna raspredelba.

Rexenie. Dadeni se podatoci za sodr�inata na sluqaen primerok od n = 20
limenki so proseqna sodr�ina

x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
1

20
· (335 + 330 + · · ·+ 327) =

1

45
· 6584 = 329.2 l

i centriranata ocenka na standardnata devijacija e

s2 =
1

n− 1
·

nX
i=1

(xi − x)2 =
1

19
· ˆ(0.335− 0.3292)2+

+ (0.330− 0.3292)2 + · · ·+ (0.327− 0.3292)2
˜

= 45.54,

Ponatamu, 1− α = 99% = 0.99 i od tabela 3 se otqituva:

stepeni
sloboda

verojatnost χ2-vrednost zakluqok

n− 1 = 19 p = 1− α = 0.99 7.633 χ2
1−α =χ2

0.99 = 7.633

n− 1 = 19 p = 1− α/2 = 0.995 6.844 χ2
1−α/2 =χ2

0.995 = 6.844

n− 1 = 19 p = α/2 = 0.005 38.582 χ2
α/2 =χ2

0.005 = 38.582

So ogled na toa xto vo uslovot na zadaqata e dadeno deka sodr�inata na
pijalok vo limenkite ima normalna raspredelba, ednostraniot i dvostraniot
interval na doverba za disperzijata se

»
0,

(n− 1) · s2

χ2
1−α

«
≡
»
0,

19 · 45.54

7.633

«
= [0, 113.36),

odnosno
 

(n− 1) · s2

χ2
α/2

,
(n− 1) · s2

χ2
1−α/2

!
≡
„

19 · 45.54

38.582
,

19 · 45.54

6.844

«
= (22.43, 126.43).

So korenuvaǌe na granicite na intervalite se dobivaat ednostraniot i dvos-
traniot interval na doverba za standardnata devijacija, [0, 10.65) i (4.74, 11.24),
soodvetno.

Mo�e da se zakluqi deka so sigurnost od 99% srednoto otstapuvaǌe na
polneneǌeto kaj limenkite e pomalo od 10.65 ml, odnosno se naoǵa pomeǵu 4.74
i 11.24 ml.
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4.4.2. Pri edno ispituvaǌe na koncentracijata na bifenili (xtetna
materija) vo poqvata od 5 sluqajno izbrani primeroci poqva dobiena
e centrirana ocenka na standardnata devijacija od 0.45 mg/kg. Da se
opredeli 95%-ten ednostran i dvostran interval na doverba za dis-
perzijata i standardnata devijacija na koncentracijata na bifenili
vo poqvata, ako e poznato deka taa ima normalna raspredelba.

Rexenie. Vo uslovot na zadaqata dadeno e: n = 5, s = 0.45 i 1−α = 95% = 0.95.
Sliqno kako vo prethodnata zadaqa, od tabela 3 se otqituva:

stepeni
sloboda

verojatnost χ2-vrednost zakluqok

n− 1 = 4 p = 1− α = 0.95 0.711 χ2
1−α =χ2

0.95 = 0.711

n− 1 = 4 p = 1− α/2 = 0.975 0.484 χ2
1−α/2 =χ2

0.975 = 0.484

n− 1 = 4 p = α/2 = 0.025 11.143 χ2
α/2 =χ2

0.025 = 11.143

Bidejḱi koncentracijata na bifenili vo poqvata ima normalna raspredelba,
za ednostraniot i dvostraniot interval na doverba za disperzijata se dobiva

»
0,

(n− 1) · s2

χ2
1−α

«
≡
»
0,

4 · 0.452

0.711

«
= [0, 1.14),

odnosno
 

(n− 1) · s2

χ2
α/2

,
(n− 1) · s2

χ2
1−α/2

!
≡
„

4 · 0.452

11.143
,

4 · 0.452

0.484

«
= (0.07, 1.67),

a so korenuvaǌe na granicite na intervalite se dobivaat ednostraniot i dvos-
traniot interval na doverba za standardnata devijacija, [0, 1.07) i (0.26, 1.29),
soodvetno.

Znaqi, verojatnosta deka standardnata devijacija na koncentracijata na
bifenili vo sluqajno izbran primerok poqva ḱe bide pomala od 0.07 mg/kg,
odnosno pomeǵu 0.26 i 1.29 mg/kg, e 95%.

4.4.3. So anketiraǌe na 35 sluqajno izbrani igraqi na sportska prog-
noza dobieni se slednite podatoci za nivnata dobivka (vo iljadi
denari)

dobivka (-10)-(-5) (-5)-0 0-5 5-10 10-15
broj na igraqi 3 14 11 5 2

Da se opredeli 90%-ten ednostran i dvostran interval na doverba za
disperzijata i standardnata devijacija na dobivkata na igraqite ako
e poznato deka taa ima normalna raspredelba.
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Rexenie. Naoǵajḱi gi sredinite na intervalite na dobivka i oznaquvajḱi go
so ni brojot na igraqi koi postignale dobivka xi, se dobiva slednata tabela

xi-dobivka -7.5 -2.5 2.5 7.5 12.5
ni-broj na igraqi 3 14 11 5 2

Se raboti za sluqaen primerok od n = 35 igraqi na sportska prognoza so
sredna vrednost na dobivkite

x =
1

n
·

5X
i=1

ni · xi =
1

35
· [3 · (−7.5) + 14 · (−2.5) + · · ·+ 2 · 12.5] = 0.93

i centrirana ocenka na standardnata devijacija na nivnite dobivki

s2 =
1

n− 1
·

5X
i=1

ni · (xi − x)2 =

=
1

34
· ˆ3 · (−7.5− 0.93)2 + · · ·+ 2 · (12.5− 0.93)2

˜
= 26.13.

Za 1− α = 90% = 0.9 i n− 1 = 34 stepeni na sloboda od tabela 3 se otqituva

st. sl. verojatnost χ2-vrednost zakluqok

34 p = 1− α = 0.9 13.787+20.707
2

= 17.247 χ2
1−α =χ2

0.9 = 17.247

34 p = 1− α/2 = 0.95 18.493+26.509
2

= 22.501 χ2
1−α/2 =χ2

0.95 = 22.501

34 p = α/2 = 0.05 43.773+55.758
2

= 46.765 χ2
α/2 =χ2

0.05 = 46.765

Dadeno e deka dobivkata na igraqite ima normalna raspredelba, pa zatoa
ednostraniot i dvostraniot interval na doverba za nejzinata disperzijata se

»
0,

(n− 1) · s2

χ2
1−α

«
≡
»
0,

34 · 26.13

17.247

«
= [0, 51.51),

odnosno 
(n− 1) · s2

χ2
α/2

,
(n− 1) · s2

χ2
1−α/2

!
≡
„

34 · 26.13

46.765
,

34 · 26.13

22.501

«
= (19, 39.48),

a so korenuvaǌe na granicite na intervalite, ednostraniot i dvostraniot
interval na doverba za standardnata devijacija se [0, 7.18) i (4.36, 6.28), sood-
vetno.

Znaqi, so sigurnost od 90% mo�e da se tvrdi deka standardnata devijacija
na dobivkata na igraqite e pomala od 7180 denari, t.e., se naoǵa pomeǵu 4360
i 6280 denari. (dobivkite vo tabelata se dadeni vo iljadi denari)

Dopolnitelni zadaqi



4.4. Interval na doverba za disperzijata 145

4.4.4. Eden eksperiment se povtoruva n pati i pri toa se dobiva
centrirana ocenka za standardna devijacija s na goleminata xto se
nabǉuduva.

a) n = 50 i s = 4;
b) n = 10 i s = 4.

Za sekoj od ovie sluqai da se opredeli 95%-ten ednostran i dvos-
tran interval na doverba za disperzijata na nabǉuduvanata golem-
ina. Kolku eksperimenti treba da se napravat za ovoj interval da
bide xirok 0.2?

4.4.5. Qetiri posledovatelni mereǌa na koncentracijata na teqen
CO2 vo edna karpa gi nava slednite vrednosti: 86.6, 84.6, 85.5 i 85.9
molovi. Da se opredeli 99%-ten ednostran i dvostran interval na
doverba za disperzijata i standardnata devijacija na koncentracijata
na CO2 vo karpata, ako e poznato deka taa ima normalna raspredelba.

4.4.6. Od edno generalno mno�estvo xto ima normalna raspredelba
zemen e sluqaen primerok so obem 40 i dobieni se slednite rezultati

xi -8 -3 -1 1 5 9 10
ni 2 7 10 11 6 3 1

Da se opredeli 90%-ten ednostran i dvostran interval na doverba za
disperzijata.

4.4.7. Od edno generalno mno�estvo xto ima normalna raspredelba
zemen e sluqaen primerok so obem 70 i presmetano e deka centriranata
ocenka na disperzijata iznesuva 1.13. Da se opredeli 95%-ten ednos-
tran i dvostran interval na doverba za standardnata devijacija.

4.4.8. Za situaciite opixani vo zadaqite 4.3.4, 4.3.5, 4.3.6, 4.3.13,
4.3.14, 4.3.15, 4.3.16 i 4.3.17 da se opredeli 95%-ten ednostran i dvos-
tran interval na doverba za disperzijata i standardnata devijacija.
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Glava 5

TESTIRAǋE NA HIPOTEZI

ZA PARAMETRITE NA RASPREDELBATA

5.1 TESTIRAǋE NA HIPOTEZI ZA FREKFENCIJATA
KAJ SERIJA NEZAVISNI EKSPERIMENTI

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

5.1.1. Eden proizvoditel na monitori tvrdi deka 6% od negovite moni-
tori se rasipuvaat vo prvite tri godini od rabotata. Vrz baza na ova
tvrdeǌe, distributerot na ovie monitori dava garancija od 3 godini.
Od prvite 200 prodadeni monitori, 18 se rasipale vo garantniot rok.
So nivo na znaqajnost a) 0.05 i b) 0.025 da se proveri dali procentot
na monitori koi se rasipuvaat vo prvite tri godini od rabotata e
pogolem od onoj xto go deklariral proizvoditelot. Odgovorot da se
obrazlo�i.

Rexenie. Parametarot xto treba da se ispituva e procentot na monitori,
p, koi se rasipuvaat vo prvite tri godini od rabotata. Proizvoditelot na
monitori tvrdi p = p0 ≡ 6%, a treba da se proveri dali p > p0 ≡ 6%. Znaqi
treba da se testira nultata hipoteza

H0 : p = 6% = 0.06

147
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nasproti alternativnata hipoteza

Ha : p > 6% = 0.06.

Od n = 200 prodadeni monitori, vo garantniot rok se rasipale m = 18 mo-
nitori. Centriranata ocenka za verojatnosta sluqajno izbran monitor da se
rasipi vo garantniot rok e

bp =
m

n
=

18

200
= 0.09.

Neravenstvata nbp = 18 ≥ 10 i n(1− bp) = 182 ≥ 10 dozvoluvaat da se prodol�i
so testiraǌeto. Test-statistikata e

z∗ =
bp− p0p

p0(1− p0)/n
≡ 0.09− 0.06p

0.06 · (1− 0.06)/200
≈ 1.79.

a) Za nivo na znaqajnost α = 0.05 graniqnata vrednost e zα = z0.05 = 1.645
i se otqituva od tabela 1 kako z-vrednost xto odgovara na verojatnost
1 − α = 0.95. Vo ovoj sluqaj, zaradi nepostoeǌe na verojatnost 0.95 vo
tabelata, graniqnata vrednost e sredina od z-vrednostite 1.64 i 1.65,
koi odgovaraat na verojatnosti 0.9495 i 0.9505, soodvetno. Od

z∗ = 1.79 > zα = 1.645

se zakluquva deka nultata hipoteza treba da se otfrli (so nivo na znaqa-
jnost α = 0.05). Ima dovolno dokazi koi ja poddr�uvaat alternativnata
hipoteza: procentot na monitori koi se rasipuvaat vo prvite tri godini
od rabotata e pogolem od p0 = 6%.

b) Sliqno kako vo delot (a) se dobiva deka za nivo na doverba α = 0.025
graniqnata vrednost e zα = z0.025 = 1.96. Sega uslovot z∗ > zα ne e
ispolnet i nema priqina nultata hipoteza da se otfrli.

Obrazlo�enie: p-vrednosta na ovoj test, spored tabelata 1, iznesuva

p-vrednost = P (Z ≥ z∗) = 1−P (Z < z∗) = 1−P (Z < 1.79) = 1−0.9633 = 0.0367.

Toa znaqi deka: ako hipotezata H0 e toqna, t.e., ako toqno 6% od monitorite
se rasipuvaat vo prvite tri godini od rabotata, togax verojatnosta od 200
sluqajno izbrani monitori vo prvite tri godini da se rasipat 18, ili poveḱe
od 18, ednakva e na 0.0367. Ovaa verojatnost e pomala od 0.05, no ne e pomala
od 0.025. Toa se dadenite nivoa na znaqajnost koi imaat uloga na maksimalna
(prethodno definirana) verojatnost koja mo�e da tolerira. Zatoa vo prviot
sluqaj hipotezata H0 se otfrla, a vo vtoriot ne.
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5.1.2. Dekanatot na eden fakultet sprovel istra�uvaǌe i zakluqil
deka proodnosta na studentite iznesuva samo 57% (57% od studentite
se zapixale vo slednata studiska godina). Za zgolemuvaǌe na prood-
nosta sprovedeni se opredeleni reformi na fakultetot. Vo prvata
uqebna godina po reformite evidentirano e deka od 942 studenti vo
slednata studiska godina se zapixale 500. Dali, so nivo na znaqajnost
od 0.01, mo�e da se smeta deka so reformite e postignat sprotiven
efekt? Odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Vo ovaa zadaqa predmet na interes e parametarot p koj ja oznaquva
proodnosta na studentite. Pred reformite vrednosta na p bila 57%, a treba
da se proveri dali po reformite se namalila, t.e., treba da se testiraat
hipotezite

H0 : p = 0.57

Ha : p < 0.57.

Vo prvata uqebna godina po reformite od n = 942 studenti vo slednata stud-
iska godina se zapixale m = 500, odnosno proodnosta e

bp =
m

n
=

500

942
≈ 0.53.

Testiraǌeto mo�e da prodol�i bidejḱi nbp = 500 ≥ 10 i n(1 − bp) = 442 ≥ 10.
Test-statistikata iznesuva

z∗ =
bp− p0p

p0(1− p0)/n
≡ 0.53− 0.57p

0.57 · (1− 0.57)/942
≈ −2.48,

a graniqnata vrednost za nivo na znaqajnost α = 0.01 e zα = z0.01 = 2.325 (se
otqituva od tabela 1 kako z-vrednost xto odgovara na verojatnost 1−α = 0.99
na ist naqin kako vo zadaqa 5.1.1). Na krajot, od

z∗ = −2.48 < −zα = −2.325,

so nivo na znaqajnost α = 0.01 mo�e da se zakluqi deka nultata hipoteza
treba da se otfrli, a da se prifati alternativnata hipoteza: proodnosta na
studentite e pomala od p0 = 57%.

Obrazlo�enie: So pomox na tabelata 1 se dobiva

p-vrednost = P (Z ≤ z∗) = P (Z ≤ −2.48) = 0.0066.

Pa, ako hipotezata H0 e toqna, odnosno ako proodnosta e 57%, togax vero-
jatnosta od 942 studenti vo slednata studiska godina da se zapixat 500, ili
pomalku od 500, iznesuva 0.0066. Toa e pomalku od nivoto na znaqajnost 0.01,
xto ja pretstavuva maksimalnata verojatnost koja e prethodno definirano
deka mo�e da tolerira. Od toa sleduva deka hipotezata H0 ne e toqna.
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5.1.3. Od 600 frlaǌa na edna kocka, edinica se pojavila 86 pati. Dali
e toa dovolen dokaz deka kockata ne e homogena? Da se koristi nivo
na znaqajnost 0.1 i odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Treba da se ispita parametarot p koj ja oznaquva verojatnosta za
pojavuvaǌe na edinica. Ako kockata e homogena togax p = p0 ≡ 1/6, a ako ne e
homogena togax p 6= p0 ≡ 1/6. Znaqi, treba da se testiraat hipotezite

H0 : p = 1/6

Ha : p 6= 1/6.

Pri n = 600 frlaǌa na kockata, edinica se pojavila m = 94 pati. Spored toa
centriranata ocenka na verojatnosta za pojavuvaǌe e

bp =
m

n
=

86

600
.

Neravenstvata nbp = 86 ≥ 10 i n(1 − bp) = 514 ≥ 10 se toqni, pa testiraǌeto
mo�e da prodol�i. Za test-statistikata se dobiva

z∗ =
bp− p0p

p0(1− p0)/n
≡ 86/600− 1/6p

1/6 · (1− 1/6)/600
≈ −1.53,

a za graniqnata vrednost so nivo na znaqajnost α = 0.1 se dobiva zα/2 = z0.05 =
1.645 (se otqituva od tabela 1 kako z-vrednost xto odgovara na verojatnost
1− α/2 = 0.95 na ist naqin kako vo delot (a) od zadaqa 5.1.1).

Za z∗ = −1.53 i zα/2 = 1.645 ne e ispolnet nitu uslovot z∗ < −zα/2, nitu
uslovot z∗ > zα/2. Zatoa ne postojat dokazi za da se otfrli nultata hipoteza
(so nivo na znaqajnost α = 0.1).

Obrazlo�enie: Za p-vrednosta so pomox na tabelata 1 se dobiva

p-vrednost = P (|Z| ≥ |z∗|) = 2 · P (Z ≤ −|z∗|) = 2 · P (Z ≤ −1.53) = 0.126.

Ako nultata hipoteza e toqna, t.e., ako kockata e homogena, togax verojatnosta
pri 600 frlaǌa brojot na edinici da otstapuva od ”teoretskiot” n · p0 = 100
za poveḱe od |n · p0 − n · bp| = 14 (kolku xto vo realnosta se sluqilo) iznesuva
0.126. Toa e poveḱe od nivoto na znaqajnost 0.1 i zatoa nema dokazi za da se
otfrli H0.

Dopolnitelni zadaqi

5.1.4. So pomox na tabelata ?? da se opredelat vrednostite zα i zα/2,
definirani vo elementite od teorijata, za: a) α = 0.01; b) α = 0.05 i
v) α = 0.1.
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5.1.5. Teoretski analizi uka�uvaat deka verojatnosta za nastapuvaǌe
na nastanot A pri eden eksperiment iznesuva p0 = P (A) = 0.2. Za da se
proveri ovoj zakluqok eksperimentot se povtoruva n = 100 pati i pri
toa nastanot A nastapuva

a) m = 22 pati;
b) m = 18 pati;
v) m = 25 pati;
g) m = 16 pati.

Za sekoj od ovie sluqai da se proveri dali rezultatite:

1) ja potvrduvaat teoretski utvrdenata verojatnost za nastapuvaǌe
na nastanot A;

2) uka�uvaat deka vistinskata verojatnost za nastapuvaǌe na nas-
tanot A e pogolema od teoretski utvrdenata; ili

3) uka�uvaat deka vistinskata verojatnost za nastapuvaǌe na nas-
tanot A e pomala od teoretski utvrdenata.

Da se koristi nivo na znaqajnost α = 0.01 i odgovorot da se obra-
zlo�i.

5.1.6. Od site posetiteli na eden supermarket, samo 0.4% go kupu-
vaat proizvodot A. Posle intenzivna kampaǌa na proizvoditelot na
proizvodot A, konstatirano e deka od 250 posetiteli na supermarke-
tot, 2 go kupile proizvodot. Dali mo�e, so nivo na znaqajnost od 0.1,
da se smeta deka kampaǌata predizvikala zgolemuvaǌe na proda�bata?
Odgovorot da se obrazlo�i.

5.1.7. Francuskiot matematiqar Bufon (1707−1788) frlil moneta 4040
pati i pri toa glava se pojavila 2048 pati. Dali mo�e, so nivo na
znaqajnost 0.1 da se tvrdi deka monetata ne e homogena? Odgovorot da
se obrazlo�i.

5.1.8. Eden sopstvenik na restoran primetil deka sekoj qetvrti po-
setitel na restoranot povtorno doaǵa vo nego. Otkako go promenil
enterierot, sopstvenikot primetil deka od 86 posetiteli, 22 pov-
torno doxle vo restoranot. Dali, so nivo na znaqajnost od 0.05, sop-
stvenikot na restoranot mo�e da smeta deka promenata na enterierot
ja zgolemila posetenosta? Odgovorot da se obrazlo�i.
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5.1.9. Vo edna anketa od 50 ispitanici, 19 se izjasnile deka poveḱe
im se dopaǵa instant, otkolku filter. Dali, so nivo na znaqajnost od
0.01, mo�e da se smeta deka luǵeto poveḱe sakaat filter kafe? Odgo-
vorot da se obrazlo�i.

5.1.10. Eden koxarkar vo prethodnata sezona pogodil samo 40% od site
xutevi od linijata za slobodni frlaǌa. Posle intenzivni podgotovki
vo tekot na letoto, na poqetokot od novata sezona od 40 slobodni fr-
laǌa, pogodil 25. Dali podgotovkite vo tekot na letoto ja zgolemile
preciznosta na koxarkarot? Da se koristi nivo na znaqajnost 0.01 i
odgovorot da se obrazlo�i.

5.1.11. Na pretsedatelskite izbori vo edna dr�ava ima dva kandi-
dati, A i B. Pobeduva onoj koj ḱe dobie poveḱe od polovina glasovi
od luǵeto koi ḱe izlezat da glasaat. Od 1500 anketirani so pravo na
glas, 982 se izjasnile deka ḱe izlezat da glasaat, a 481 od niv rekle
deka ḱe glasaat za kandidatot A. Dali vrz osnova na anketata mo�e da
se zakluqi koj od kandidatite ḱe pobedi na izborite? Da se koristi
nivo na znaqajnost 0.01 i odgovorot da se obrazlo�i.

5.1.12. Edno pretprijatie izvezuva 30% od svoeto proizvodstvo. Vla-
data izvrxila izmeni na naqinot na koj gi nagraduva pretprijatijata
izvoznici. Po tie izmeni rakovodstvoto na pretprijatieto konstati-
ralo deka od 820 proizvodi, izvezlo 231. Dali vrz baza na ovoj podatok
mo�e da se zakluqi deka izmenata na naqinot na nagraduvaǌe vlijaela
vrz izvozot na pretprijatieto? Vo sluqaj na potvrden odgovor, dali
mo�e da se ka�e kako vlijaela, so zgolemuvaǌe ili namaluvaǌe na
izvozot? Vo obata sluqai da se koristi nivo na znaqajnost 0.05 i
odgovorot da se obrazlo�i.

5.1.13. Smrtnosta od odredena bolesta iznesuva 20%. Nov lek, za da
se testira, daden im e na 50 bolni koi prifatile da go zemat i 44
od niv bile izlekuvani. Dali mo�e da se tvrdi deka noviot lek e
poefikasen od dosegaxnite? Da se koristi nivo na znaqajnost 0.1 i
odgovorot da se obrazlo�i.
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5.2 TESTIRAǋE NA HIPOTEZI ZA MATEMATIQKOTO OQEKUVAǋE

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

5.2.1. Eden proizvoditel na sijalici deklarira vek na traeǌe 3000
qasovi. Za proverka, izmeren e vekot na traeǌe na 50 sijalici i
pri toa dobien e sreden vek na traeǌe 2974 qasovi. Ako se znae deka
vekot na traeǌe na edna sijalica ima standardna devijacija od 120
qasovi, dali mo�e, so nivo na znaqajnost a) 0.1 i b) 0.05 da se tvrdi
deka sredniot vek na traeǌe na sijalicite e pomal od 3000 qasovi?
Odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Predmet na ispituvaǌe vo ovaa zadaqa e parametarot µ koj ja
oznaquva aritmetiqkata sredina (srednata vrednost) na vekot na traeǌe na
sijalicite. Za ovoj parametar proizvoditelot na sijalicite tvrdi deka iz-
nesuva µ0 = 3000 qasovi, a treba da se proveri dali e pomal od µ0 = 3000
qasovi. Znaqi treba da se testira nultata hipoteza

H0 : µ = µ0 ≡ 3000

nasproti alternativnata hipoteza

H0 : µ < µ0 ≡ 3000.

So ispituvaǌe na n = 50 sijalici dobien e sreden vek na traeǌe x = 2974
qasovi. Bidejḱi n ≥ 30 testiraǌeto mo�e da prodol�i. So dadenata stan-
dardna devijacija σ = 120 qasovi, test-statistikata e

z∗ =
x− µ0

σ/
√

n
≡ 2974− 3000

120/
√

50
≈ −1.53.

a) Za nivo na znaqajnost α = 0.05 graniqnata vrednost zα = z0.05 = 1.645
se otqituva od tabela 1 kako z-vrednost xto odgovara na verojatnost
1− α = 0.95, sliqno kako vo delot (a) od zadaqa 5.1.1. Neravenstvoto

z∗ = −1.53 < −zα = −1.645

ne e toqno, pa zatoa nema dovolno dokazi nultata hipoteza da se otfrli.
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b) Sliqno kako vo prethodniot del, za nivo na znaqajnost α = 0.1 se dobiva
graniqna vrednost zα = z0.1 = 1.285. Sega neravenstvoto

z∗ = −1.53 < −zα = −1.285

e toqno, pa so nivo na znaqajnost α = 0.1 mo�e da se zakluqi deka ima
dovolno dokazi da se otfrli nultata hipoteza i da se prifati alter-
nativnata, t.e., ima dovolno dokazi da se tvrdi deka sredniot vek na
traeǌe e pomal od 3000 qasovi.

Obrazlo�enie: Spored tabelata 1 p-vrednosta na ovoj test iznesuva

p-vrednost = P (Z ≤ z∗) = P (Z ≤ −1.53) = 0.063.

Znaqi pod pretpostavka deka hipotezata H0 e toqna, t.e., ako sredniot vek
na traeǌe na sijalicite e 3000 qasovi, togax verojatnosta od 50 ispitani
sijalici da se dobie sreden vek na traeǌe 2974, ili pomal, iznesuva 0.063.
Ovaa verojatnost e pomala od 0.1, no ne e pomala od 0.05, a toa se soodvetnite
nivoa na znaqajnost koi imaat uloga na maksimalna (prethodno definirana)
verojatnost koja mo�e da tolerira. Zatoa vo prviot sluqaj hipotezata H0 ne
se otfrla, a vo vtoriot se otfrla.

5.2.2. Pred voveduvaǌeto na novini vo naqinot na sproveduvaǌe na
ispitot po eden predmet, proseqniot uspeh, t.e., broj na poeni so koj
bile oceneti studentite bil 57.5. Po voveduvaǌe na novinite postig-
nati se slednite rezultati

98 92 86 92 85 62 90 64 73 75 54 65 68 50 67
74 52 78 75 65 83 70 90 77 90 65 70 60 65 67
35 58 47 45 62 50 45 60 35 25 34 39 60 69 56

Da se proveri, so nivo na znaqajnost 0.01, dali novinite vo naqinot
na sproveduvaǌe na ispitot predizvikale promena na sredniot uspeh
na studentite i odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Neka µ ja oznaquva aritmetiqkata sredina na broj na poeni so koi
se oceneti studentite. Ako novinite ne predizvikale promena na sredniot
uspeh na studentite togax treba µ = µ0 ≡ 57.5, a vo sprotivno treba µ 6= µ0 ≡
57.5. Znaqi treba da se testiraat hipotezite

H0 : µ = 61.5

Ha : µ 6= 61.5.
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Dadeni se poenite so koi n = 45 studenti bile oceneti po voveduvaǌeto na
novinite. Bidejḱi n ≥ 30 mo�e da se prodol�i so presmetka na sredniot broj
poeni so koi bile oceneti 45-te studenti

x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
1

45
· (98 + 92 + · · ·+ 56) =

1

45
· 2922 ≈ 64.9

i soodvetnata centrirana ocenka na standardnata devijacija

s2 =
1

n− 1
·

nX
i=1

(xi − x)2 =
1

44
· ˆ(98− 64.9)2+

+ (92− 64.9)2 + · · ·+ (56− 64.9)2
˜ ≈ 305.7,

t.e., s ≈ 17.5. Zatoa test-statistikata e

z∗ =
x− µ0

s/
√

n
≡ 64.9− 57.5

17.5/
√

45
≈ 2.84.

Potrebna e uxte graniqnata vrednost za nivo na znaqajnost α = 0.01. Taa se
otqituva od tabela 1 kako z-vrednost xto odgovara na verojatnost 1 − α/2 =
0.995 i iznesuva zα/2 = z0.005 = 2.575. Bidejḱi od neravenstva

z∗ = 2.84 < −zα/2 = −2.575 i z∗ = 2.84 > zα = 2.575,

barem edno e toqno (vtoroto), sleduva deka (so nivo na znaqajnost 0.01) nultata
hipoteza treba da se otfrli, a da se prifati alternativnata: vovedenite
novini vo naqinot na ispituvaǌe predizvikale promena na sredniot uspeh na
studentite.

Obrazlo�enie: p-vrednosta (so pomox na tabelata 1) e

p-vrednost = P (|Z| ≥ |z∗|) = 2 · P (Z ≤ −|z∗|) = 2 · P (Z ≤ −2.84) = 0.0046.

Ako H0 va�i, t.e., ako sredniot uspeh na studentite e µ0 = 57.5 poeni, togax
verojatnosta od 45 studenti da se dobie sreden broj na poeni koj ḱe otstapuva
od µ0 = 57.5 za poveḱe od |x − µ0| = |64.9 − 57.5| = 7.4 (kolku xto otstapuva
kaj dadenite podatoci) iznesuva 0.0046. Toa e pomalku od nivoto na znaqajnost
0.01 (prethodno definirana maksimalna verojatnost koja mo�e da tolerira) i
zatoa H0 se otfrla.

5.2.3. Visinata na 400 sluqajno izbrani srednoxkolci od edna oblast
dadena e vo slednata tabela

visina [cm] 160-165 165-170 170-175 175-180 180-185
uqenici 30 55 131 123 61
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Dali mo�e da se tvrdi deka vo taa oblast srednoxkolcite se povisoki
od prosekot, koj spored izvextai na Obedinetite nacii za taa vozrast
iznesuva 173.5 cm? Da se koristi nivo na znaqajnost 0.02 i odgovorot
da se obrazlo�i.

Rexenie. Treba da se proveri dali srednata visina, µ, na srednoxkolcite
vo oblastta vo koja se napraveni mereǌata e ednakva na µ0 = 173.5 cm ili e
pogolema od µ0 = 173.5 cm, t.e., treba da se testiraat hipotezite

H0 : µ = 173.5

Ha : µ > 173.5.

Neka ni go oznaquva brojot na uqenici so visina xi. Togax, so naoǵaǌe na
sredinata na intervalite na visina se dobiva slednata tabela

i 1 2 3 4 5

xi-visina [cm] 162.5 167.5 172.5 177.5 182.5
ni-uqenici 30 55 131 123 61

Srednata visina na ovie n = 400 ≥ 30 uqenici iznesuva

x =
1

n
·

5X
i=1

ni · xi =
1

40
· (30 · 162.5 + 55 · 167.5 + · · ·+ 61 · 182.5) = 174.125 cm,

so centrirana ocenka na standardnata devijacija

s2 =
1

n− 1
·

5X
i=1

ni · (xi − x)2 =

=
1

399
· ˆ30 · (162.5− 174.125)2 + · · ·+ 55 · (167.5− 174.125)2

˜ ≈ 31.3

t.e., s ≈ 5.6 cm. Zatoa test-statistikata e

z∗ =
x− µ0

s/
√

n
≡ 174.125− 173.5

5.6/
√

400
≈ 2.23.

Za da se zavrxi testiraǌeto potrebna e uxte graniqnata vrednost za nivo na
znaqajnost α = 0.02 i taa iznesuva zα = z0.02 = 2.055 (se otqituva od tabela 1
na ist naqin kako vo zadaqa 5.1.1). Koneqno,

z∗ = 2.23 > zα = 2.055

i toa e dovolen dokaz za (so nivo na znaqajnost 0.02) da se otfrli nultata i
da se prifati alternativnata hipoteza: srednata visina na srednoxkolcite
vo oblastta vo koja se napraveni mereǌata e pogolema µ0 = 173.5 cm.
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Obrazlo�enie: So pomox na tabelata 1 se dobiva p-vrednost

p-vrednost = P (Z ≥ z∗) = 1−P (Z < z∗) = 1−P (Z < 2.23) = 1−0.9871 = 0.0129.

Pod pretpostavka deka nultata hipoteza e toqna, t.e., ako srednata visina na
srednoxkolcite e µ0 = 173.5 cm, togax verojatnosta od 400 srednoxkolci da
se dobie sredna visina 174.125 cm, ili poveḱe, iznesuva 0.0129. Toa e pomalku
od nivoto na znaqajnost 0.02 (prethodno definirana maksimalna verojatnost
koja mo�e da tolerira) i zatoa H0 se otfrla.

5.2.4. Eden proizvoditel na sireǌe se somneva deka eden od dobavu-
vaqite dodava voda vo mlekoto. Poznato e deka temperaturata na zam-
rznuvaǌe na mleko vo koe nema dodadeno voda ima normalna raspre-
delba so matematiqko oqekuvaǌe −0.545 ◦S i standardna devijacija
0.008 ◦S. Isto taka, poznato e deka so dodavaǌe na voda vo mlekoto,
negovata temperatura na zamrznuvaǌe se zgolemuva. Pet posledova-
telni isporaki na mleko od ”osomniqeniot” dobavuvaq imaat sredna
temperaturata na mrzneǌe −0.538 ◦S. Dali, so nivo na znaqajnost od
0.05 mo�e da se tvrdi deka dobavuvaq dodava voda vo mlekoto? Odgo-
vorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Za da se utvrdi dali vo mlekoto e dodadena voda potrebno e za
parametarot µ : aritmetiqkata sredina na temperaturata na zamrznuvaǌe na
mlekoto, da se testiraat hipotezite

H0 : µ = µ0 ≡ −0.545◦S

Ha : µ > µ0 ≡ −0.545◦S.

Dadena e srednata temperaturata na mrzneǌe x = −0.538 ◦S dobiena so mereǌe
na n = 5 primeroci. Iako n < 30 postapkata mo�e da prodol�i bidejḱi e
vo uslovot na zadaqata e naglaseno deka temperaturata na zamrznuvaǌe na
mlekoto ima normalna raspredelba so standardna devijacija σ = 0.008 ◦S.
Taka za test-statistikata se dobiva

t∗ =
x− µ0

σ/
√

n
≡ −0.538− (−0.545)

0.008/
√

5
≈ 1.96.

Graniqnata vrednost, zaradi maliot primerok (n = 5 < 30), se otqituva od
tabela 2 za n− 1 = 4 stepeni na sloboda i verojatnost p = α = 0.05 i iznesuva
tα = z0.05 = 2.132. Na krajot, neravenstvoto

t∗ = 1.96 > tα = 2.132
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ne e toqno, pa mo�e da se zakluqi, so nivo na znaqajnost 0.05, deka nema osnova
nultata hipoteza da se otfrli, t.e., nema dokazi deka dobavuvaqot dodava voda
vo mlekoto.

Obrazlo�enie: Za p-vrednosta

p-vrednost = P (T ≥ t∗) = P (T ≥ 1.96),

od tabelata 2, za n− 1 = 4 stepeni na sloboda, se primetuva deka: najblisku
do vrednosta 1.96 se vrednostite 1.533 i 2.132, koi odgovaraat na verojatnosti
0.1 i 0.05, soodvetno. Znaqi, baranata p-vrednost e pomeǵu 0.05 i 0.1. Toa e
poveḱe od dadenoto nivo na znaqajnost 0.05, t.e., od prethodno definiranata
maksimalna verojatnost koja mo�e da tolerira, i zatoa H0 ne se otfrla.

5.2.5. Koncentracija na edna xtetna materija vo vozduhot ima nor-
malna raspredelba so matematiqko oqekuvaǌe 1.18 mg/m3. Sedum me-
reǌa na vozduhot na edna lokacija gi dale slednite vrednosti za
koncentracija na xtetnata materija: 1.25, 1.11, 0.92, 0.99, 1.01, 0.89 i
1.02 mg/m3. Dali rezultatite od mereǌata se dovolni za da se tvrdi
deka koncentracija na xtetnata materija vo vozduhot e poniska od
proseqnata, so nivo na znaqajnost od 0.01. Odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Potrebno e da se testiraat hipotezi za parametarot µ - srednata
koncentracija na xtetnata materija vo vozduhot, i toa:

H0 : µ = µ0 ≡ 1.18 mg/m3

Ha : µ < µ0 ≡ 1.18 mg/m3.

So n = 7 mereǌa dobiena e sredna koncentracija na xtetni materii

x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
1

7
· (1.25 + 1.11 + · · ·+ 1.02) =

1

7
· 7.19 ≈ 1.03 mg/m3

i centrirana ocenka na standardnata devijacija

s2 =
1

n− 1
·

nX
i=1

(xi − x)2 =
1

6
· ˆ(1.25− 1.03)2+

+ (1.11− 1.03)2 + · · ·+ (1.02− 1.03)2
˜ ≈ 0.013,

t.e., s ≈ 0.114 mg/m3. Brojot na mereǌa na vozduhot (n = 7) e pomal od 30, no
koncentracijata na xtetnata materija vo vozduhot ima normalna raspredelba,
pa zatoa testiraǌeto mo�e da prodol�i so opredeluvaǌe na test-statistikata

t∗ =
x− µ0

σ/
√

n
≡ 1.03− 1.18

0.114/
√

7
≈ −3.48
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i na graniqnata vrednost tα = z0.01 = 3.143 (se otqituva od tabela 2 za n−1 = 6
stepeni na sloboda i verojatnost p = α = 0.01).

Uslovot

t∗ = −3.48 < −tα = −3.143

e ispolnet, a toa znaqi deka H0 treba da se otfrli, a Ha da se prifati,
odnosno koncentracijata na xtetnata materija vo vozduhot na lokacijata kade
e izvrxeno mereǌeto e pomala od 1.18 mg/m3.

Obrazlo�enie: Za ova testiraǌe

p-vrednost = P (T ≤ t∗) = P (T ≤ −3.48) = P (T ≥ 3.48).

Vo tabelata 2, za n−1 = 6 stepeni na sloboda, najblisku do 3.48 se vrednostite
3.143 i 3.707, koi odgovaraat na verojatnosti 0.01 i 0.005, soodvetno. Zatoa,
baranata p-vrednost e pomeǵu 0.005 i 0.01, xto e pomalku od prethodno defini-
ranata maksimalna verojatnost koja mo�e da tolerira (nivoto na znaqajnost
0.01), i zatoa H0 se otfrla.

Dopolnitelni zadaqi

5.2.6. So pomox na tabelite ?? i ??? da se opredelat vrednostite zα,
zα/2, tα, i tα/2, definirani vo elementite od teorijata, za: a) α = 0.01;
b) α = 0.05 i v) α = 0.1.

5.2.7. Teoretski analizi uka�uvaat deka matematiqkoto oqekuvaǌe na
sluqajnata promenliva X iznesuva µ0 = 0.3. Za da se proveri ovoj za-
kluqok eksperimentot se povtoruva n pati i pri toa se dobiva sredna
vrednost x i centrirana ocenka za standardna devijacija s.

a) n = 80, x = 0.302 i s = 0.021;
b) n = 80, x = 0.32 i s = 0.021;
v) n = 20, x = 0.302 i s = 0.021;
g) n = 20, x = 0.32 i s = 0.021.

Za sekoj od ovie sluqai da se proveri dali rezultatite:

1) ja potvrduvaat teoretski utvrdenata vrednost na matematiqkoto
oqekuvaǌe na X;

2) uka�uvaat deka vistinskata vrednoat na matematiqkoto oqeku-
vaǌe na X e pogolema od teoretski utvrdenata; ili
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3) uka�uvaat deka vistinskata vrednoat na matematiqkoto oqeku-
vaǌe na X e pomala od teoretski utvrdenata.

Da se koristi nivo na znaqajnost α = 0.01 i odgovorot da se obra-
zlo�i. Istite baraǌa da se razgledaat ako e poznata standardnata
devijacija na X, σX = 0.02 i dobienite rezultati da se sporedat.

5.2.8. Gorniot krven pritisok kaj luǵeto na vozrast od 35 do 44 go-
dini e 127 so standardna devijacija 7. Edno ispituvaǌe poka�uva deka
srednata vrednost na gorniot krven pritisok kaj 55 mena
eri e 138.
Dali ova ispituvaǌe ja potvrduva pezata deka mena
erite se pod-
lo�eni na pogolem stres od ostanatite luǵe, t.e., dali kaj mena
erite
gorniot krven pritisok e povisok od normalniot. Da se koristi nivo
na znaqajnost 0.01 i odgovorot da se obrazlo�i.

5.2.9. Vo procesorot na eden kompjuter treba da e vgraden generator
na sluqajni broevi koi se so uniformna raspredelba na segmentot
[0, 1], so matematiqko oqekuvaǌe 0.5 i standardna devijacija 0.0833.
Programa za generiraǌe na 100 sluqajni broevi dava broevi qija
sredna vrednost e 0.4817. Dali spored ovie rezultati mo�e da se ka�e
deka vo procesorot e vgraden nekoj drug generator na sluqajni broevi?
Da se koristi nivo na znaqajnost 0.04 i odgovorot da se obrazlo�i.

5.2.10. Proseqnata dnevna proda�ba vo eden supermarket iznesuva 2.1
milioni denari so standardna devijacija 0.15 milioni denari. Pro-
da�bata (izrazena vo milioni denari) vo 45 denovi po voveduvaǌeto
na novi danoqni propisi e:

1.92 1.86 1.92 1.85 1.62 1.50 1.45 1.60 1.54 1.65 1.68 1.50 1.67
1.74 1.78 1.75 1.65 1.83 1.90 1.77 1.90 1.65 1.70 1.60 1.65 1.67
1.50 1.58 1.47 1.45 1.62 1.90 1.64 1.75 1.25 1.34 1.39 1.60 1.69
1.98 1.52 1.73 1.35 1.70 1.56

Dali, so nivo na znaqajnost 0.01, mo�e da se smeta deka novite danoqni
propisi ja namalile proda�bata vo supermarketot. Odgovorot da se
obrazlo�i.



5.2. Testiraǌe na hipotezi za matematiqkoto oqekuvaǌe 161

5.2.11. Edna maxina proizveduva vratila so dol�ina 20 mm. Po-
kratkite i podolgite vratila se otfrlaat bidejḱi ne gi zadovolu-
vaat potrebite. Za kontrola na proizvodstveniot proces se meri
dijametarot na 40 sluqajno izbrani vratila. Pri toa se dobivaat
slednite vrednost

20.05 20.02 19.89 19.92 19.93 20.11 20.06 19.99 20.09 20.01
19.97 19.93 19.88 20.04 20.06 20.04 19.90 19.91 19.88 20.10
20.01 20.02 20.02 20.04 19.99 19.98 19.94 19.97 20.07 20.03
20.11 19.88 20.10 20.06 19.99 19.93 19.88 20.02 20.02 20.04

Dali, vrz osnova na ovie rezultati, mo�e da se tvrdi deka dol�inata
na vratilata e razliqna od 20 mm, t.e., deka proizvodstveniot proces
ne odgovara na potrebite. Da se koristi nivo na znaqajnost 0.01 i
odgovorot da se obrazlo�i.

5.2.12. Vo prethodnata koxarkarska sezona, ekipata A imala prosek
od 58.3 poeni po natprevar. Vo slednata sezona, posle promena na
trenerot, ekipata go imala sledniot uqinok

poeni 50-55 55-60 60-65 65-70 70-75
natprevari 4 8 13 11 4

Dali promenata na trenerot go zgolemila prosekot na poeni po nat-
prevar? Da se koristi nivo na znaqajnost 0.01 i odgovorot da se
obrazlo�i.

5.2.13. Prethodni analizi poka�ale deka eksploatacijata na eden ru-
dnik e isplatliva ako procentot na blagorodni metali vo rudata e
pogolem od 1.1%. Izvrxeni se mereǌa na 150 razliqni primeroci ruda
i dobienite rezultatite se dadeni vo slednata tabela

metal % 0.1-0.5 0.5-0.9 0.9-1.3 1.3-1.7 1.7-2.1
primeroci 12 36 52 41 9

Dali eksploatacijata na rudnikot e isplatliva? Da se koristi nivo
na znaqajnost 0.01 i odgovorot da se obrazlo�i.
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5.2.14. Edna nauqna institucija tvrdi deka razvila matematiqki mo-
del so qija pomox moxe da se presmeta vrednosta na akciite na ber-
zata vo slednite pet dena, i relativnata grexka xto pri toa se pravi
ima normalna raspredelba so standardna devijacija 5%. Predvide-
nata i postignatata vrednost na akciite za pet denovi e dadena vo
tabelata

den 1 2 3 4 5

predvidena vrednost 120 135 115 103 92
postignata vrednost 120 135 115 103 92

Dali, so nivo na znaqajnost 0.1, mo�e da se smeta deka modelot odgo-
vara na realnosta? Odgovorot da se obrazlo�i.

5.2.15. Eden proizvoditel na avtomobili tvrdi deka modelot A troxi
6.3 ± 0.2 l na 100 km. Eden sopstvenik na avtomobil, sakajḱi da go
proveri ova tvrdeǌe, vo qetiri navrati primetil deka so 10 l ben-
zin pominal: 155, 151, 152 i 150 km. Ako se pretpostavi deka potroxu-
vaqkata na benzin ima normalna raspredelba, da se proveri dali tvr-
deǌeto na proizvoditelot na avtomobili e toqno. Ako ne e toqno, dali
vistinskata potroxuvaqka epogolema ili pomala. Da se koristi nivo
na znaqajnost 0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.

5.2.16. Na edna kutija cigari pixuva deka edna cigara sodr�i 0.7 ±
0.02 mg. nikotin. Sakajḱi da go proveri ovoj podatok, edna ekoloxka
organizacija ja ispitala sodr�inata na nikotin vo pet sluqajno iz-
brani cigari i gi dobila slednite rezultati: 0.72, 0.73, 0.71, 0.69 i
0.71 mg. Ako sodr�inata na nikotin vo cigarite ima normalna ras-
predelba, togax dali vrz osnova na ovie rezultati mo�e da se ka�e
deka proizvoditelot na cigarite na kutijata navel pomala sodr�ina
na nikotin od vistinskata? Da se koristi nivo na znaqeǌe 0.1 i od-
govorot da se obrazlo�i.

5.2.17. Proizvoditelot na edna maxina tvrdi deka taa raboti bez de-
fekt najmalku 70 qasovi. Edno pretprijatie ja nabavilo maxinata i
primetilo deka vremeto pomeǵu dva posledovatelni defekti od poqe-
tokot na rabota na maxinata e: 63, 66, 70, 72, 55, 62 i 68 qasovi. Ako se
pretpostavi deka vremeto pomeǵu dva posledovatelni defekti ima nor-
malna raspredelba, dali pretprijatieto ima osnova da reklamira kaj
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proizvoditelot na maxinata za deklariraǌe na netoqni informacii?
Da se koristi nivo na znaqajnost 0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.

5.2.18. Dol�inata na tragite od koqeǌe e va�en parametar za bezbed-
nosta na edno vozilo i pri isti uslovi na mereǌe ima normalna ras-
predelba. Pri testiraǌeto na nov model na avtomobil izvrxeni se 10
mereǌa na dol�inata na tragigite od koqeǌe pri propixani uslovi
na mereǌe. Dobieni se slednte rezultati: 32.2, 35.7, 36.1, 38.4, 40.5,
40.9, 41.3, 41.4, 45.5 i 46.2 m. Dali vrz osnova na ovie rezultati mo�e
da se tvrdi deka avtomobilot go zadovoluva bezbednosniot standard
koj za taa klasa avtomobili propixuva maksimalna tragite od koqeǌe
40 m. Da se koristi nivo na znaqajnost 0.1 i odgovorot da se obra-
zlo�i.

5.2.19. Spored meǵunarodnite standardi, pritisokot na prskaǌe na
rezervoarite za gas koi se koristat kaj avtomobilite ima normalna
raspredelba i treba da iznesuva najmalku ??? bar. Ispituvaǌeto na
pritisok na prskaǌe na xest sluqajno izbrani rezervoari od eden
distributer, gi dalo slednite vrednosti: ?, ?, ?, ?, ? i ? bar. Dali
ispituvaǌeto poka�uva deka rezervoarite go zadovoluvaat standar-
dot, ili ne? Pri obete testiraǌa da se koristi nivo na znaqajnost
0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.

5.2.20. Zadaqite da se rexat pod pretpostavka deka ne e poznata stan-
dardnata devijacija. Dobienite rezultati da se sporedat maǵu sebe.

5.3 TESTIRAǋE NA HIPOTEZI ZA DISPERZIJATA

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

5.3.1. Relativnata grexka xto se pravi pri mereǌe so daden instru-
ment ima normalna raspredelba. Instrumentot e ispraven ako stan-
dardna devijacija na relativnata grexka e najmnogu 1%. Sto mere-
ǌa so instrumentot dale centrirana ocenka za standardna devijacija
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1.13%. Dali e toa dovolen indikator deka instrumentot ne e ispraven?
Da se koristi nivo na znaqajnost 0.05.

Rexenie. Treba da se ispita parametarot σ koja ja oznaquva standardnata
devijacija na relativnata grexka xto se pravi pri mereǌeto so instrumentot.
Graniqna vrednost pri koja instrumentot e ispraven e σ = 1%, i sprotivno
na toa ako σ > 1% togax instrumentot ne e ispraven. Znaqi treba da se
testiraat hipotezite

H0 : σ = σ0 ≡ 1%

Ha : σ > σ0 ≡ 1%.

Toa mo�e da se napravi bidejḱi spored uslovot na zadaqata parametarot σ
ima normalna raspredelba.

Od n = 100 mereǌa dobiena e centrirana ocenka za standardna devijacija
s = 1.13%, pa zatoa test-statistikata e

χ2
∗ =

(n− 1) · s2

σ2
0

=
(100− 1) · 1.062

12
≈ 126.4,

a za graniqnite vrednosti od tabela 3 za n− 1 = 99 ≈ 100 stepeni na sloboda
i nivo na znaqajnost α = 0.05 se dobiva χ2

α = χ2
0.05 = 124.342. Bidejḱi e toqno

neravenstvoto

χ2
∗ = 126.4 > χ2

α = 124.342

mo�e da se tvrdi, so nivo na znaqajnost 0.05, deka nultata hipoteza treba da
se otfrli, a alternativnata da se prifati. Toa znaqi deka instrumentot ne
e ispraven (so nivo na znaqajnost 0.05).

5.3.2. Standardite predviduvaat masata na eden proizvod da ima nor-
malna raspredelba so standardna devijacija 2 gr. Sluqajno se izbrani
sedum proizvodi i nivnata masa e: 96, 99, 104, 102, 98, 100 i 103 gr.
Dali, so nivo na znaqajnost 0.01, mo�e da se smeta deka proizvod-
stvoto odgovara na standardite?

Rexenie. Treba da se testiraat slednite hipotezi za standardnata devija-
cija na masata na proizvodite, oznaqena so parametarot σ

H0 : σ = σ0 ≡ 2 gr

Ha : σ 6= σ0 ≡ 2 gr.

Testiraǌeto mo�e da se realizira bidejḱi masata na proizvodite ima nor-
malna raspredelba. Proseqnata masa na izmerenite primeroci e

x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
1

7
· (96 + 99 + · · ·+ 103) =

1

7
· 702 ≈ 100.3 gr
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a centriranata ocenka na standardnata devijacija

s2 =
1

n− 1
·

nX
i=1

(xi − x)2 =
1

6
· ˆ(96− 100.3)2+

+ (99− 100.3)2 + · · ·+ (103− 100.3)2
˜ ≈ 7.22,

t.e., s ≈ 2.69 gr. Ponatamu, test-statistikata ima vrednost

χ2
∗ =

(n− 1) · s2

σ2
0

=
(7− 1) · 7.22

22
= 10.83,

a so pomox na tabela 3 za graniqnite vrednosti χ2
α/2 i χ2

1−α/2 so nivo na
znaqajnost α = 0.01 se dobiva:

stepeni
sloboda

verojatnost χ2-vrednost zakluqok

n− 1 = 6 p = α/2 = 0.005 18.548 χ2
α/2 =χ2

0.005 = 18.548

n− 1 = 6 p = 1− α/2 = 0.995 0.676 χ2
1−α/2 =χ2

0.995 = 0.676

Bidejḱi nitu eden od uslovite

χ2
∗ < χ2

1−α/2 i χ2
∗ > χ2

α/2

ne e ispolnet, mo�e da se zakluqi deka (so nivo na znaqajnost 0.01) nema dokazi
za otfrlaǌe na nultata hipoteza.

Dopolnitelni zadaqi

5.3.3. Teoretski analizi uka�uvaat deka standardnata devijacija na
sluqajnata promenliva X iznesuva σ0 = 4. Za da se proveri ovoj zaklu-
qok eksperimentot se povtoruva n pati i pri toa se dobiva centrirana
ocenka za standardna devijacija s.

a) n = 50 i s = 4.2;
b) n = 50 i s = 4.02;
v) n = 20 i s = 3.8;
g) n = 20 i s = 3.08.

Za sekoj od ovie sluqai da se proveri dali rezultatite:

1) ja potvrduvaat teoretski utvrdenata vrednost na standardnata
devijacija na X;
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2) uka�uvaat deka vistinskata vrednoat na standardnata devijacija
na X e pogolema od teoretski utvrdenata; ili

3) uka�uvaat deka vistinskata vrednoat na standardnata devijacija
na X e pomala od teoretski utvrdenata.

Da se koristi nivo na znaqajnost α = 0.01 i odgovorot da se obra-
zlo�i. Dobienite rezultati da se sporedat.

5.3.4. Edna meǵunarodna korporacija vo svojot finansiski izvextaj
tvrdi deka meseqnite primaǌa na vrabotenite vo prosek variraat
±4000$. Sluqaen izbor na 10 vraboteni dava centrirana ocenka na
standardnata devijacija na nivnite meseqni primaǌa 4122$. Ako me-
seqnite primaǌa imaat normalna raspredelba, da se proveri dali
korporacijata vo svojot izvextaj dala grexni podatoci. Da se ko-
risti nivo na doverba 0.1 i odgovorot da se obrazlo�i.

5.3.5. Kaj proizvodstoto na trkalaqki le�ixta, eden od najva�nite
parametri e standardnata devijacija (otstapuvaǌeto) na topqiǌata
od nominalniot dijametar. Eden proizvoditel, izrabotuva topqiǌa
qij dijametar ima normalna raspredelba so standardna devijacija
0.00156 mm. Za da gi namali troxocite, proizvoditelot go smenil
proizvodstveniot proces i za 100 sluqajno izbrani topqiǌa dobil
centrirana ocenka za standardna devijacija 0.00211 mm. Dali ovoj
podatok e argument deka so noviot proizvodstven proces se dobivaat
topqiǌa qij dijametar varira od nominalniot poveḱe vo sporedba so
prethodniot proces? Da se koristi nivo na doverba 0.01 i odgovorot
da se obrazlo�i.

5.3.6. Za prvo uspexno mereǌe na brzinata na svetlinata se smeta
eksperimentot na Simon ǋukom, koj go merel vremeto xto e potrebno
svtlosen zrak upaten od negovata laboratorija na rekata Potomak
kon ogledalo postaveno do spomenikot na Vaxington, da se odbie
od ogledaloto i da se vrati nazad, minuvajḱi vkupno 7400 m. Denes
znaeme deka za ova e potrebno 0.0000248 s. ǋukom eksperimentot go
povtoril 66 pati i otstapuvaǌeto na rezultatite xto gi dobil od
vistinskata vrednost, izrazeni vo milioniti delovi od sekundata, se

28 22 36 26 28 28 26 24 32 30 27 24 33 21 36 32 31 25
−44 25 28 36 27 32 34 30 25 26 26 25 24 23 21 30 33 29

27 29 28 22 26 27 16 31 29 36 32 28 40 19 37 23 32 29
−2 24 25 27 24 16 29 20 28 27 39 23
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Da se testira hipotezata deka standardnata devijacija na ovie poda-
toci e pomala od 3 i pri toa da se koristi nivo na doverba 0.05.
Odgovorot da se obrazlo�i.

5.3.7. Eden ispit go polagale 65 studenti i rezultatite se dadeni vo
slednata tabela

poeni 0-25 25-40 40-55 55-70 70-85 85-100
studenti 5 8 15 16 10 6

Da se testira hipotezata deka standardnata devijacija na ovie poda-
toci e razliqna od 5 i pri toa da se koristi nivo na doverba 0.1.
Odgovorot da se obrazlo�i.

5.3.8. Za situaciite opixani vo zadaqite 5.2.4, 5.2.14, 5.2.15 i 5.2.16
da se testiraat site tri hipotezi koi mo�at da se formuliraat za
dadenata vrednost na standardnata devijacija. Da se koristi nivo na
doverba 0.1 i odgovorot da se obrazlo�i.
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Glava 6

TESTIRAǋE NA HIPOTEZI

ZA ZAKONOT NA RASPREDELBA

6.1 PODATOCI VO EDNODIMENZIONALNA TABELA
(χ2-test i test na Kolmogorov)

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

6.1.1. Eden distributer nudi monitori od 4 razliqni proizvoditeli.
Vo tekot na prethodnata godina toj registriral reklamacii na 66
prodadeni monitori. Vo slednata tabela e dadena raspredelbata na
brojot na reklamacii vo odnos na sekoj od qetirite proizvoditeli

proizvoditel I II III VI
reklamacii 5 19 25 17

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.01 da se testira hipotezata
deka verojatnosta za reklamacija e ista za site qetiri proizvoditeli.
Odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Neka pi, i = 1, 2, 3, 4, e verojatnosta za reklamacija za monitor
proizveden od sekoj od proizvoditelite I, II, III i IV. Treba da se testira
hipotezata

169
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H0: p1 = p2 = p3 = p4 = 1
4

= 0.25,

nasproti hipotezata
Ha: Barem dve od verojatnostite p1, p2, p3 i p4 ne se ednakvi.

Oqekuvanata vrednost na brojot na reklamacii za sekoj od qetirite proizvo-
diteli, pod pretpostavka deka hipotezata H0 e toqna, iznesuva Ei = n · pi =
66 · 0.25 = 16.5, i = 1, 2, 3, 4. Uslovot Ei ≥ 5 e ispolnet za sekoe i = 1, 2, 3, 4, pa
mo�e da se prodol�i so testiraǌeto. Za test statistikata se dobiva

χ2
∗ =

4X
i=1

(ni − Ei)
2

Ei
=

(28− 16.5)2

16.5
+

(19− 16.5)2

16.5
+

(25− 16.5)2

16.5
+

+
(17− 16.5)2

16.5
≈ 12.79,

a za graniqnata vrednost, od tabelata 3 za 4 − 1 = 3 stepeni na sloboda i
verojatnost ednakva na nivoto na znaqajnost p = α = 0.01, se dobiva χ2

α =
χ2

0.01 = 11.345. Uslovot

χ2
∗ = 12.79 > χ2

α = 11.345

e ispolnet i toa e dovolen dokaz za otfrlaǌe na nultata hipoteza i prifaḱaǌe
na alternativnata, t.e., verojatnosta za reklamacija ne e ista za site qetiri
proizvoditeli.

Obrazlo�enie: p-vrednosta na ovoj test e definirana preku verojatnosta

p-vrednost = P (χ2 ≥ χ2
∗) = P (χ2 ≥ 12.79)

so 4−1 = 3 stepeni na sloboda. Vo tabelata 3 najblisku do vrednosta 12.79 (za
3 stepeni na sloboda) se vrednostite 9.348 i 11.345, koi odgovaraat na vero-
jatnostite 0.025 i 0.01, soodvetno. Zatoa p-vrednosta e pomeǵu 0.01 i 0.025, i e
pomala od nivoto na znaqajnost 0.05 koe ja oznaquva maksimalnata verojatnost
koja mo�e da se tolerira. Sleduva deka H0 treba da se otfrli, a Ha da se
prifati kako toqna.

6.1.2. Vo eded proizvodstven proces se koristat qetiri maxini i bro-
jot na defekti xto e registriran kaj sekoja od niv vo prethodnata
godina e daden vo slednata tabela

maxina broj 1 2 3 4
broj na defekti 6 9 15 27

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.9 da se proveri hipotezata
deka sluqajnata promenliva X xto go oznaquva brojot na defekti vo
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prethodnata godina ima raspredelba na verojatnostite

X =
(

1 2 3 4
1/12 1/6 1/4 1/2

)
.

Odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Neka pi e verojatnosta za pojavuvaǌe na defekt kaj i-tata maxina,
i = 1, 2, 3, 4. Znaqi treba da se testiraat hipotezite

H0: p1 = 1
12

, p2 = 1
6
, p3 = 1

4
i p4 = 1

2
;

Ha: Barem edna od pretpostavenite vrednosti vo nultata hipoteza ne e toqna.

Vo tekot na pethodnata godina kaj site qetiri maxini se pojavile vkupno
n = 6 + 9 + 15 + 27 = 57 defekti. Pod pretpostavka deka hipotezata H0 e
toqna, oqekuvanite vrednosti na brojot na defekti za sekoja od maxinite e
E1 = n · p1 = 57 · 1

12
= 4.75, E2 = 9.5, E3 = 14.25 i E4 = 28.5. Uslovot Ei ≥ 5 e

ispolnet za sekoe i = 1, 2, 3, 4, pa mo�e da se prodol�i so testiraǌeto. Test
statistikata iznesuva

χ2
∗ =

4X
i=1

(ni − Ei)
2

Ei
=

(6− 4.75)2

4.75
+

(9− 9.5)2

9.5
+

(15− 14.25)2

14.25
+

+
(27− 28.5)2

28.5
≈ 0.474,

a za graniqnata vrednost, od tabelata 3 za 4 − 1 = 3 stepeni na sloboda i
verojatnost ednakva na nivoto na znaqajnost p = α = 0.9, se dobiva χ2

α = χ2
0.9 =

0.584. Uslovot

χ2
∗ = 0.474 > χ2

α = 0.584

ne e ispolnet, odnosno ne postojat dovolno dokazi za otfrlaǌe na nultata
hipoteza.

Obrazlo�enie: p-vrednosta na ovoj test e ednakva na verojatnosta

p-vrednost = P (χ2 ≥ χ2
∗) = P (χ2 ≥ 0.474)

so 4−1 = 3 stepeni na sloboda. Vo tabelata 3 vrednosta 0.474 (za 3 stepeni na
sloboda) se naoǵa pomeǵu vrednostite 0.352 i 0.584, koi odgovaraat na verojat-
nostite 0.95 i 0.9, soodvetno. Znaqi, baranata p-vrednost e pomeǵu 0.9 i 0.95,
i e pogolema od nivoto na znaqajnost 0.9, t.e., od maksimalnata verojatnost
koja mo�e da se tolerira. Od toa sleduva deka podatocite ne davaat dokazi
za otfrlaǌe na H0.
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6.1.3. Temperaturata na eden rastvor e izmerena 90 pati i rezulta-
tite se dadeni vo tabelata

temperatura [◦S ] [-1,-0.5) [-0.5,0) [0,0.5) [0.5,1)
broj na pojavuvaǌa 7 24 29 30

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.01 da se proveri dali slu-
qajnata promenliva X, xto ja oznaquva temperaturata na rastvorot,
ima gustina na raspredelba

pX(x) =
{

(x + 1)/2, x ∈ (−1, 1)
0, x /∈ (−1, 1) .

Odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Neka p1, p2, p3 i p4 gi oznaquvaat verojatnostite deka temperatu-
rata na rastvorot e vo intervalot [−1,−0.5), [−0.5, 0), [0, 0.5) i [0.5, 1), sood-
vetno. Ako temperaturata na rastvorot e sluqajna promenliva so gustina na
raspredelba kako vo uslovot na zadaqata i soodvetna funkcija na raspredelba

FX(x) =

Z x

−∞
pX(t) dt =

8
<
:

0, x ≤ −1
1
4
x2 + 1

2
x + 1

4
, −1 < x ≤ 1

1, x > 1
,

togax p1 = P (−1 ≤ X < −0.5) = FX(−0.5) − FX(−1) = 0.0625, i sliqno p2 =
0.1875, p3 = 0.3125 i p4 = 0.4375. Znaqi treba da se testiraat hipotezite
H0: p1 = 0.0625, p2 = 0.1875, p3 = 0.3125 i p4 = 0.4375;

Ha: Barem edna od pretpostavenite vrednosti vo nultata hipoteza ne e toqna.

Ako nultata hipoteza e toqna togax od n = 7+24+29+30 = 90 mereǌa treba da
se oqekuva slednata raspredelba na izmerenite temperaturata na rastvorot
(dobiena so pomox na formulata Ei = n · pi, i = 1, 2, 3, 4)

temperatura [◦S ] [-1,-0.5) [-0.5,0) [0,0.5) [0.5,1)
broj na pojavuvaǌa (ni) 7 24 29 30
oqekuvan broj na pojavuvaǌa (Ei) 7.5 15 22.5 45

Bidejḱi Ei ≥ 5, i = 1, 2, 3, 4, mo�e da se prodol�i so presmetkata na test
statistikata

χ2
∗ =

4X
i=1

(ni − Ei)
2

Ei
=

(7− 7.5)2

7.5
+

(24− 15)2

15
+

(29− 22.25)2

22.25
+

+
(30− 45)2

45
≈ 12.311.
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Graniqnata vrednost za za 4− 1 = 3 stepeni na sloboda i verojatnost ednakva
na nivoto na znaqajnost p = α = 0.01, soglasno tabelata 3, iznesuva χ2

α =
χ2

0.01 = 11.345. Uslovot

χ2
∗ = 12.311 > χ2

α = 11.345

e ispolnet, pa zatoa mo�e da se zakluqi deka treba da se otfrli nultata, a
da se prifati alternativnata hipoteza, odnosno, temperaturata na rastvorot
ima gustina na raspredelba razliqna od onaa pretpostavena vo uslovot na
zadaqata.

Obrazlo�enie: Za p-vrednosta na ovoj test se dobiva

p-vrednost = P (χ2 ≥ χ2
∗) = P (χ2 ≥ 12.311).

Vo tabelata 3 najblisku do vrednosta 12.79 (za 4− 1 = 3 stepeni na sloboda)
se vrednostite 12.838 i 11.345, koi odgovaraat na verojatnostite 0.005 i 0.01,
soodvetno. Zatoa p-vrednosta e pomeǵu 0.005 i 0.01, i e pomala od maksimal-
nata verojatnost koja mo�e da se tolerira, t.e., od nivoto na znaqajnost 0.01.
Sleduva deka H0 treba da se otfrli, a Ha da se prifati kako toqna.

6.1.4. Eden proizvoditel na prekinuvaqi go kontrolira proizvod-
stvoto taka xto 50 pati na sluqaen naqin izbira po 4 prekinuvaqi i
gi ispituva. Vo slednata tabela se dadeni podatoci za toa vo kolku
sluqai (od ispitanite 50 grupi od po 4 prekinuvaqi) se pojavile 0, 1,
2, 3 ili 4 prekinuvaqi od prva klasa

prekinuvaqi od prva klasa 0 1 2 3 4
broj na pojavuvaǌa 1 2 7 22 18

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.1 da se proveri dali brojot
na prekinuvaqi od prva klasa pomeǵu site prizvedeni prekinuvaqi e
sluqajna promenliva so binomna raspredelba.

Rexenie. Ispitani se vkupno 50 · 4 = 200 prekinuvaqi i od niv od prva klasa
bile 0 · 1+1 · 2+2 · 7+3 · 22+4 · 18 = 154 prekinuvaqi. Ako se pretpostavi deka
brojot na prekinuvaqi od prva klasa pomeǵu site proizvedeni prekinuvaqi e
sluqajna promenliva so binomna raspredelba, togax, soglasno zadaqa 4.1.4,
sleduva deka najdobra centrirana ocenka za verojatnosta eden sluqajno izbran
prekinuvaq da bide od prva klasa e p = 154

200
= 0.77. Zatoa, verojatnosta pi, meǵu

qetiri sluqajno izbrani prekinuvaqi da ima i (i = 0, 1, 2, 3, 4) prekinuvaqi od
prva klasa e pi =

`
4
i

´
pi(1− p)4−i, t.e,

p0 = 0.0028, p1 = 0.0375, p2 = 0.1882, p3 = 0.42, p4 = 0.3515.

Za da se proveri dali e toqna pretpostavkata treba da se testiraat hipotezite
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H0: p0 = 0.0028, p1 = 0.0375, p2 = 0.1882, p3 = 0.42, p4 = 0.3515;

Ha: Barem eden od izrazite vo nultata hipoteza ne e toqen.

Ako nultata hipoteza e toqna togax pri n = 50 izvlekuvaǌa na 4 orekinuvaqi
treba da se oqekuva slednata raspredelba na brojot na prekinuvaqi od prva
klasa (dobiena so pomox na formulata Ei = n · pi, i = 0, 1, 2, 3, 4)

prekinuvaqi od prva klasa 0 1 2 3 4
broj na pojavuvaǌa (ni) 1 2 7 22 18
oqekuvan broj na pojavuvaǌa (Ei) 0.14 1.87 9.41 21.00 17.58

Bidejḱi E0 < 5 i E1 < 5 testiraǌeto prodol�uva na toj naqin xto prvite dve
koloni se dodavaat na tretata, i se dobiva slednata tabela

prekinuvaqi od prva klasa 2 3 4
broj na pojavuvaǌa (ni) 10 22 18
oqekuvan broj na pojavuvaǌa (Ei) 11.42 21.00 17.58

Sliqno kako vo prethodnite zadaqi za test hipotezata se dobiva

χ2
∗ =

4X
i=2

(ni − Ei)
2

Ei
= 5.53,

a za graniqnata vrednost χ2
α = χ2

0.1 = 7.779. Koneqno, bidejḱi uslovot χ2
∗ > χ2

α

ne e ispolnet mo�e da se zakluqi deka nema dokazi za otfrlaǌe na nultata
hipoteza.

6.1.5. Mereǌeto na protokot na edna reka gi dava slednite rezultati

vodostoj [l/s] 10-50 50-90 90-130 130-170 170-210 210-250
denovi 3 18 76 104 91 1

Koristejḱi χ2-test i test na Kolmogorov da se proveri dali protokot
na rekata e sluqajna promenliva so normalna raspredelba. Da se
koristi nivo na znaqajnost 0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie.

6.1.6. Anketata na 300 studenti vo vrska so brojot na neuspexni obidi
za polo�uvaǌe na eden predmet gi dava slednite rezultati

neuspexni obidi 0 1 2 3 4 5 6
broj na studenti 158 96 34 7 3 1 1
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Koristejḱi χ2-test i test na Kolmogorov da se proveri dali brojot na
neuspexni obidi do polo�uvaǌe na predmetot e sluqajna promenliva
so Puasonova raspredelba. Da se koristi nivo na znaqajnost 0.1 i
odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie.

Dopolnitelni zadaqi

6.1.7. Ispituvaǌe na soobraḱajot na edna raskrsnica poka�alo deka
vo periodot od 14 do 16 qasot, od 1252 avtomobili, 398 zavrtele levo,
420 prodol�ile pravo i 434 zavrtele desno.
a) Dali mo�e da se smeta deka soobraḱajot na raskrsnicata pro-

dol�uva podednakvo vo site tri nasoki?
b) Dali mo�e da se smeta deka poveḱe od 1/3 od avtomobilite vrtat

desno?
Da se koristi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.01 i odgovorite da se
obrazlo�at.

6.1.8. Vo edno naseleno mesto se pojavuva epidemija na nekoe stomaqno
zaboluvaǌe. Anketiraǌeto na 40 zaboleni za koliqestvoto na voda
xto ja konzumiraat gi dava slednite rezultati

litri voda 0 0.25 0.5 1-
zaboleni 6 11 13 10

Dali e toa dovolen dokaz deka zaboluvaǌeto e povrzano so konzumi-
raǌeto na voda za pieǌe? Da se koristi χ2-test so nivo na znaqajnost
0.01 i odgovorot da se obrazlo�i.

6.1.9. Brojot na pojavuvaǌa na cifrite od 0 do 9 meǵu prvite 800
decimali na brojot π dadeni se vo slednata tabela

cifra 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pojavuvaǌa 74 92 83 79 80 73 77 75 76 91

Dali, vrz osnova na ovie podatoci, mo�e da se tvrdi deka verojat-
nosta za pojavuvaǌe na sekoja od cifrite 0, 1, 2, . . . , 9 pomeǵu prvite
800 decimali na brojot π e podednakva. Da se koristi χ2-test so nivo
na znaqajnost 0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.
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6.1.10. Eden predmet vo poslednata godina go polo�ile 127 studenti
i pri toa raspredelbata na ocenite e dadena vo slednata tabela

ocena 6 7 8 9 10
studenti 11 21 41 37 17

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.01 da se proveri dali slu-
qajnata promenliva X, xto go oznaquva brojot na studenti xto ja
dobile soodvetnata ocena, ima raspredelba na verojatnostite

X =
(

6 7 8 9 10
0.1 0.15 0.3 0.3 0.15

)
.

Odgovorot da se obrazlo�i.

6.1.11. Vremeto potrebno za sklopuvaǌe na eden proizvod izmereno e
kaj 78 sluqajno izbrani proizvodi i dobieni se slednite rezultati

vreme [s] 0-2 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12
proizvodi 2 7 11 12 6 1

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.1 da se proveri dali slu-
qajnata promenliva X, xto go oznaquva vremeto potrebno za sklopu-
vaǌe, ima gustina na raspredelba

pX(x) =





x/6, x ∈ (0, 6]
−x/6 + 2, x ∈ [6, 12)

0, x /∈ (0, 12)
.

Odgovorot da se obrazlo�i.

6.1.12. Smrtnosta kaj novorodenqiǌata vo SAD vo periodot od 1920
do 1980, izrazen preku broj na umreni bebiǌa vo prvata godina od
�ivotot na 1000 bebiǌa rodeni �ivi, daden e vo slednata tabela

godina 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980
smrtnost 85.5 64.6 47.0 29.2 26.0 20.0 12.6

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.1 da se proveri dali slu-
qajnata promenliva X, xto ja oznaquva smrtnosta na bebiǌata, ima
eksponencijalna raspredelba. Odgovorot da se obrazlo�i. (Upat-
stvo: da se koristi zadaqa 4.1.2)
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6.1.13. Napraveni se 400 mereǌa na brojot na vozila xto pominu-
vaat preku eden most vo interval od 10 sekundi i dobieni se slednite
rezultati

broj na vozila 0 1 2 3 4 5 6 > 7
pojavuvaǌa 72 103 139 97 61 22 7 2

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.01 da se proveri dali bro-
jot na vozila xto go preoǵaat mostot za vreme od 10 sekundi e sluqajna
promenliva so Puasonova raspredelba. Odgovorot da se obrazlo�i.

6.1.14. Dnevnata proda�ba na edna marka avtomobili dadena e vo
slednata tabela

prodadeni avtomobili 0 1 2 3 4 5 > 6
denovi 196 189 79 22 4 2 0

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.05 da se proveri dali dnev-
nata proda�ba na avtomobili e sluqajna promenliva so Puasonova
raspredelba. Odgovorot da se obrazlo�i.

6.1.15. Gradot London podelen e na delovi i vo slednata tabela daden
e pregled na brojot na bombi xto padnale vo sekoj od tie delovi za
vreme na edno bombardiraǌe od vtorata svetska vojna.

broj na bombi 0 1 2 3 4 > 5
delovi 229 211 93 35 7 1

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.01 da se proveri dali bro-
jot na bombi xto padnale vo eden od delovite na London e sluqajna
promenliva so Puasonova raspredelba. Odgovorot da se obrazlo�i.

6.1.16. Eden koxarkar xutira 100 serii od po 2 slobodni frlaǌa i
nrojot na serii so po 0, 1 i 2 pogodoci daden e vo slednata tabela

broj na pogodoci 0 1 2
broj na serii 3 18 79

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.01 da se proveri dali bro-
jot na pogodoci e sluqajna promenliva so binomna raspredelba. Od-
govorot da se obrazlo�i.
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6.1.17. Od xpil so 52 karti na sluqaen naqin se izvlekuvaat 4 i se
konstatira brojot na desetki xto pri toa se pojavuvaat. So nivo na
znaqajnost 0.01 da se proveri dali vo xpilot ima toqno 4 desetki ako
pri 100 vakvi izvlekuvaǌa se dobieni slednite rezultati

broj na desetki 0 1 2 3 4
izvlekuvaǌa 70 24 4 2 0

6.1.18. Vo periodot od 0 do 6 qasot nautro, vo slu�bata za prva po-
mox e registrirano deka: prviot povik bil vo 0 qasot i 12 minuti;
posledniot vo 5 qasot i 45 minuti; i raspredelba na povicite po
qasovi kako vo tabelata

qas (0,1] (1,2] (2,3] (3,4] (4,5] (5,6]
broj na povici 9 12 19 16 13 10

Koristejḱi χ2-test so nivo na znaqajnost 0.05 da se proveri dali slu-
qajnata promenliva X, xto go oznaquva brojot na povici, ima ramno-
merna raspredelba. Odgovorot da se obrazlo�i.

6.1.19. Zadaqite 6.1.3, 6.1.18, 6.1.6, 6.1.13, 6.1.14 i 6.1.15 da se rexat
so pomox na testot na Kolmogorov. Rezultatite da se sporedat so
prethodno dobienite.

6.1.20. Koristejḱi χ2-test i test na Kolmogorov so nivo na znaqa-
jnost 0.05 da se proveri dali podatocite dadeni vo zadaqite 4.3.2,
4.3.3, 4.3.10, 4.3.11, 4.3.12, 4.4.1, 4.4.3, 4.4.6, 5.2.2, 5.2.3, 5.2.10, 5.2.11,
5.2.12, 5.2.13, 5.3.6 i 5.3.7 se zemeni od generalno mno�estvo so nor-
malna raspredelba. Rezultatite da se sporedat so prethodno dobien-
ite.

6.2 PODATOCI VO DVODIMENZIONALNA TABELA

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi
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6.2.1. Vo edno prtprijatie kvalitetot na rabotata na rabotnicite koi
gi sklopuvaat proizvodite se ocenuva spored brojot na grexki na 1000
sklopeni proizvodi, i se ocenuva so visok, sreden i nizok kavalitet
na rabota. Podatocite za 100 rabotnici se dadeni vo slednata tabela

RABOTNO ISKUSTVO

1 2-5 6-10

KVALITET visok 16 32 11
NA RABOTA sreden 9 18 21

nizok 8 22 21

Da se proveri, so nivo na znaqajnost 0.05, dali postoi zavisnost
pomeǵu rabotnoto iskustvo i kvalitetot na rabotata. Odgovorot da
se obrazlo�i. (odgovorot mo�e, no ne mora da bide potvrden, bidejḱi
so zgolemuvaǌeto na rabotnoto iskustvo rabotnikot se zasituva od
rabotata koja e ednoliqna)

Rexenie. Treba da se testiraat hipotezite

H0: ne postoi zavisnost pomeǵu rabotnoto iskustvo i kvalitetot na rabo-
tata,

Ha: postoi zavisnost pomeǵu rabotnoto iskustvo i kvalitetot na rabotata.

Za taa cel so sumiraǌe na vrednostite po redicite i kolonite od dadenata
tabela se dobiva

RABOTNO ISKUSTVO
1 2-5 6-10 vkupno

KVALITET visok 16 32 11 59
NA RABOTA sreden 9 18 21 48

nizok 8 22 21 51

vkupno 33 72 53 158

Sleduva tabelata na oqekuvani vrednosti za brojot na grexki na 1000 sklopeni
proizvodi koja se dobiva so pomox na formulata Eij =

Ri·Cj

n
(primer: 12.32 =

58·33
158

).

RABOTNO ISKUSTVO
1 2-5 6-10

KVALITET visok 12.32 26.89 19.79
NA RABOTA sreden 10.03 21.87 16.1

nizok 10.65 23.24 17.11
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Uslovot Eij ≥ 5 e ispolnet, pa mo�e da se prodol�i so testiraǌeto. Od
ovde, za broj na redici r = 3 i brojot na koloni c = 3, za dobiva deka test
statistikata e

χ2
∗ =

rX
i=1

cX
j=1

(Nij − Eij)
2

Eij
=

(16− 12.32)2

12.32
+

(32− 26.89)2

26.89
+ · · ·+ (22− 23.24)2

23.24
+

+
(21− 17.11)2

17.11
≈ 1.1 + 0.97 + · · ·+ 0.07 + 0.89 = 9.87,

a graniqnata vrednost otqitana od tabela 3 za (r − 1)(c − 1) = 4 stepeni na
sloboda i verojatnost ednakva na nivoto na znaqajnost, p = α = 0.05, iznesuva
χ2

α = χ2
0.05 = 9.488. Uslovot

χ2
∗ = 9.87 > χ2

α = 9.488

e ispolnet i toa e dovolen dokaz za otfrlaǌe na nultata hipoteza i prifaḱaǌe
na alternativnata, t.e., postoi zavisnost pomeǵu rabotnoto iskustvo i kvalite-
tot na rabotata.

Obrazlo�enie: p-vrednosta na ovoj test e definirana preku verojatnosta

p-vrednost = P (χ2 ≥ χ2
∗) = P (χ2 ≥ 9.87)

so (r− 1)(c− 1) = 4 stepeni na sloboda. Vo tabelata 3 najblisku do vrednosta
9.87 (za 4 stepeni na sloboda) se vrednostite 9.488 i 11.143, koi odgovaraat
na verojatnostite 0.025 i 0.01, soodvetno. Zatoa p-vrednosta e pomeǵu 0.01 i
0.025, i e pomala od nivoto na znaqajnost 0.05 koe ja oznaquva maksimalnata
verojatnost koja mo�e da se tolerira. Sleduva deka H0 treba da se otfrli,
a Ha da se prifati kako toqna.

6.2.2. Anketirani se direktori na 30 mali, 30 sredni i 30 golemi
proizvodstveni pretprijatija vo vrska so stepenot na avtomatizira-
nost na pretprijatieto. Dobieni se slednite rezultati

STEPEN NA AVTOMATIZIRANOST

nizok sreden visok

GOLEMINA NA malo 8 8 14
PRETPRIJATIETO sredno 18 6 6

golemo 13 10 7

Da se proveri, so nivo na znaqajnost 0.01, dali postoi zavisnost
pomeǵu goleminata na pretprijatieto i stepenot na avtomatiziranost.
Odgovorot da se obrazlo�i.
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Rexenie. Za da gi testirame hipotezite
H0: ne postoi zavisnost pomeǵu goleminata na pretprijatieto i stepenot na

avtomatiziranost, i
Ha: postoi zavisnost pomeǵu goleminata na pretprijatieto i stepenot na

avtomatiziranost,
se sumiraat vrednostite vo redicite i kolonite na dadenata tabela, i se
dobiiva

STEPEN NA AVTOMATIZIRANOST
nizok sreden visok vkupno

GOLEMINA NA malo 8 8 14 30
PRETPRIJATIETO sredno 18 6 6 30

golemo 13 10 7 30

vkupno 39 24 27 90

So pomox na formulata Eij =
Ri·Cj

n
se dobiva tabelata na oqekuvani vrednosti

(primer: 13 = 30·39
90

).

STEPEN NA AVTOMATIZIRANOST
nizok sreden visok

GOLEMINA NA malo 13 8 9
PRETPRIJATIETO sredno 13 8 9

golemo 13 8 9

Sekoja predvidena vrednost Eij ≥ 5, pa zatoa mo�e da se prodol�i so testi-
raǌeto. Brojot na redici e r = 3, brojot na koloni e c = 3 i test statistikata
e

χ2
∗ =

rX
i=1

cX
j=1

(Nij − Eij)
2

Eij
=

(8− 13)2

13
+

(8− 8)2

8
+ · · ·+ (10− 8)2

8
+

+
(7− 9)2

9
≈ 1.92 + 0 + · · ·+ 0.5 + 0.44 = 9.07.

Od tabela 3 za (r − 1)(c − 1) = 4 stepeni na sloboda i verojatnost ednakva
na nivoto na znaqajnost, p = α = 0.01, se otqituva graniqnata vrednost χ2

α =
χ2

0.01 = 13.277. Zatoa, uslovot

X2
∗ = 9.07 > χ2

α = 13.277

ne e ispolnet, a toa znaqi deka nema dokazi za otfrlaǌe na nultata hipoteza.
Obrazlo�enie: p-vrednosta na ovoj test e ednakva na verojatnosta

p-vrednost = P (χ2 ≥ χ2
∗) = P (χ2 ≥ 9.07)
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so (r − 1)(c − 1) = 4 stepeni na sloboda. Vo tabelata 3 vrednosta 9.07 (za 4
stepeni na sloboda) se naoǵa pomeǵu vrednostite 7.779 i 9.488, koi odgovaraat
na verojatnostite 0.1 i 0.05, soodvetno. Zatoa baranata p-vrednost e pomeǵu
0.05 i 0.1, i e pogolema od nivoto na znaqajnost 0.01, t.e., od maksimalnata
verojatnost koja mo�e da se tolerira. Od toa sleduva deka anketata ne dava
dokazi za otfrlaǌe na H0.

6.2.3. Edno ispituvaǌe poka�uva deka od 2676 ispitanici so nizok
krven pritisok od kardiovaskularni problemi poqinale 21, dodeka od
3338 so povixen krven pritisok od istite problemi poqinale 55. Dali
postoi zavisnost pomeǵu visinata na krvniot pritisok i smrtnosta
kako posledica od kardiovaskularni problemi? Da se koristi nivo
na znaqajnost 0.005 i odgovorot da se obrazlo�i.

Rexenie. Podatocite dadeni vo zadaqata sumirani se vo slednata tabela.

POQINATI
od kardio od drugo vkupno

KRVEN nizok 21 2655 2676
PRITISOK visok 55 3283 3338

vkupno 76 5938 6014

Potrebno e da se testiraat hipotezite
H0: ne postoi zavisnost pomeǵu visinata na krvniot pritisok i smrtnosta

kako posledica od kardiovaskularni problemi, i
Ha: postoi zavisnost pomeǵu visinata na krvniot pritisok i smrtnosta kako

posledica od kardiovaskularni problemi.

Za taa cel, so pomox na formulata Eij =
Ri·Cj

n
, se dobiva tabelata na oqeku-

vani vrednosti (primer: 33.8 = 2676·76
6014

)

POQINATI
od kardio od drugo

KRVEN nizok 33.8 2642.2
PRITISOK visok 42.2 3295.8

Bidejḱi za sekoja predvidena vrednost va�i Eij ≥ 5, mo�e da se prodol�i so
testiraǌeto. Brojot na redici i na koloni e r = c = 2, a test statistikata e

χ2
∗ =

rX
i=1

cX
j=1

(Nij − Eij)
2

Eij
=

(21− 33.8)2

33.8
+

(2655− 2642.2)2

2642.2
+

+
(55− 42.2)2

42.2
+

(3283− 3295.8)2

3295.8
≈ 8.86.
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Od tabela 3, za (r − 1)(c − 1) = 1 stepen na sloboda i verojatnost ednakva na
nivoto na znaqajnost, p = α = 0.005, se otqituva graniqnata vrednost χ2

α =
χ2

0.005 = 7.880. Koneqno, uslovot

X2
∗ = 8.86 > χ2

α = 7.880

e ispolnet, pa zatoa mo�e da se zakluqi deka postojat dovolno dokazi za ot-
frlaǌe na nultata hipoteza i prifaḱaǌe na alternativnata, t.e., postoi za-
visnost pomeǵu visinata na krvniot pritisok i smrtnosta kako posledica od
kardiovaskularni problemi.

Obrazlo�enie: p-vrednosta na ovoj test e definirana preku verojatnosta

p-vrednost = P (χ2 ≥ χ2
∗) = P (χ2 ≥ 8.86)

so (r − 1)(c− 1) = 1 stepen na sloboda. Vo tabelata 3 najblisku do vrednosta
8.86 (za 1 stepen na sloboda) se vrednostite 9.141 i 10.828, koi odgovaraat na
verojatnostite 0.0025 i 0.001, soodvetno. Zatoa p-vrednosta e pomeǵu 0.001 i
0.0025, i e pomala od nivoto na znaqajnost 0.005 koe ja oznaquva maksimalnata
verojatnost koja mo�e da se tolerira. Sleduva deka H0 treba da se otfrli,
a Ha da se prifati kako toqna.

Dopolnitelni zadaqi

6.2.4. Na sto luǵe postaveni im se dve praxaǌa. Prvo: kolku qesto
piete pivo so ruqekot; i vtoro: dali sportuvate barem ednax nedelno.
Pri toa se dobieni slednite rezultati

SPORTUVA

da ne

sekogax 6 5
PIVO SO najqesto 14 8
RUQEK ponekogax 13 11

nikogax 22 21

Dali, so nivo na znaqajnost 0.1, postoi povrzanost pomeǵu pieǌeto na
pivo za ruqek i sportuvaǌeto? Odgovorot da se obrazlo�i.
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6.2.5. Edna analiza za uspehot pri studiraǌeto vo zavisnost od polot
na studentite gi dava slednite rezultati

POL

�enski maxki

diplomirale 112 534
STATUS studiraat 42 211

se otka�ale 131 285

Dali uspehot pri studiraǌeto zavisi od polot na studentite? Da se
koristi nivo na znaqajnost 0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.

6.2.6. Podatocite od edno ispituvaǌe na etniqkata prpadnost na �i-
telite na Havajskite ostrovi i nivnata krvna grupa, dadeni se vo
slednata tabela

ETNIQKA PRIPADNOST

domorodci domorodci-belci domorodci-kinezi belci

O 1903 4469 2206 53759
KRVNA A 2490 4671 2368 50008
GRUPA V 178 606 568 16252

AV 99 236 243 5001

Dali vrz osnova na ovie podatoci mo�e da se tvrdi deka postoi po-
vrzanost pomeǵu krvnata grupa na �itelite na Havajskite ostrovi i
nivnata etniqkata prpadnost? Da se koristi nivo na znaqajnost 0.01
i odgovorot da se obrazlo�i.

6.2.7. Po 30 studenti od prva, vtora, treta i qetvrta godina anketi-
rani se na praxaǌeto: dali ste zadovolni od hranata vo fakulteckoto
bife. Odgovorite se sumirani vo slednata tabela

GODINA NA STUDII

prva vtora treta qetvrta

ZADOVOLNI da 19 22 9 16
OD BIFETO delumno 9 11 23 8

ne 12 7 8 16

Dali misleǌeto na studentite za bifeto zavisi od nivnata godina
na studii? Da se koristi nivo na znaqajnost 0.01 i odgovorot da se
obrazlo�i.
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6.2.8. Proizvedeni se 3 varijanti na eden reklamen spot. Prvata trae
30 sekundi, vtorata 25 i tretata 20. Ponatamu, izbrani se 3 grupi od
po 70 studenti i na sekoja grupa prezentirana í e televiziska pro-
grama koja sodr�i razliqna varijanta na spotot. Dva dena potoa,
sekoj od studentite se izjasnil dali se seḱava na imeto na reklami-
raniot proizvod. Dobiena e slednata struktura na odgovori

VARIJANTA NA SPOTOT

30 sekundi 25 sekundi 20 sekundi

ODGOVOR da 19 30 11
ne 51 40 59

Dali mo�e da se tvrdi deka postoi povrzanost pomeǵu vremetraeǌeto
na reklamata i nejziniot efekt vrz gledaqite? Da se koristi nivo na
znaqajnost 0.04 i odgovorot da se obrazlo�i.

6.2.9. Grupa od 40 bolni koi se soglasile da testiraat nov lek, pode-
lena e na dve grupi od po 20. Na bolnite od prvata grupa daden im e
noviot lek, a na bolnite od vtorata ”la�en” lek - destilirana voda.
Kaj bolnite od prvata grupa se izleqile 13, a kaj vtorata 9. Dali
lekot pomaga za leqeǌe na bolnite? Da se koristi nivo na znaqajnost
0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.

6.2.10. Edno ispituvaǌe na 4124 luǵe od maxki pol poka�uva deka 4096
od niv imaat normalen maxki XY hromozom, a ostanatite abnormalen
maxki XYY ili XXY hromozom. Od licata so normalen maxki hromo-
zom 381 imaat kriminalno dosie, a od ostanatite 8. Dali toa znaqi
dek apostoi povrzanost pomeǵu kriminalitetot na licata od maxki
pol i anomaliite kaj hromozomite? Da se koristi nivo na znaqajnost
0.05 i odgovorot da se obrazlo�i.
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Glava 7

LINEARNA REGRESIJA

7.1 KOEFICIENTI NA REGRESIJATA
presmetka na koeficientite
intervali na predviduvaǌe i doverba
testiraǌe na hipotezi

Osnovni elementi od teorija

Rexeni zadaqi

7.1.1. Edna institucija sekoj mesec objavuva tender za ist obem na
rabota. Podatoci za brojot na uqesnici na tenderot - x, i postig-
natata cena (vo iljadi evra) - y, za poslednite osum tenderi, dadeni
se vo slednata tabela

mesec fev mar apr maj jun jul avg sep

x-uqesnici na tender 5 2 8 3 2 3 11 6
y-postignata cena 4.0 6.5 3.5 7.1 7.3 5.6 2.1 3.2

a) Da se opredeli ravenkata na pravata na linearnata regresija
pomeǵu x i y. Vo dekartov koordinaten sistem da se nacrtaat
podatocite od tabelata i regresionata prava.

b) Da se opredeli 95%-ten interval na doverba za naklonot na re-
gresionata prava. Da se objasni negovoto znaqeǌe.

187
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v) Da se testira hipoteza za rasteǌe/opaǵaǌe (vo zavisnost od re-
zultatite dobieni vo delovite (a) i (b)) na pravata na linearna
regresija, t.e, hipoteza za naklonot na linearnata regresija, a.
Da se koristi nivo na doverba 0.01 i odgovorot da se obrazlo�i.

g) So pomox na pravata na linearna regresija da se predvidi kol-
kava cena ḱe se postigne so qetiri uqesnici na tender. Da se
opredeli 95%-ten interval na predviduvaǌe za cenata xto ḱe se
postigne so qetiri uqesnici na tender.

d) Da se opredeli 95%-ten interval na doverba za srednata vred-
nost na cenata xto ḱe se postigne so qetiri uqesnici na tender.

Odgovorite da se obrazlo�at.

Rexenie.

a) Ravenkata na pravata na linearnata regresija pomegju x i y e y = ax+b =
−0.5625 · x + 7.725, kade koeficientite se dobieni na sledniot naqin:

x =
1

n
·

nX
i=1

xi =
1

8
· (5 + 2 + · · ·+ 6) = 5,

y =
1

n
·

nX
i=1

yi =
1

8
· (4.0 + 6.5 + · · ·+ 3.2) = 4.9125,

a1 =
1

n
·

nX
i=1

(xi − x)(yi − y) =
1

8
· [(5− 5)(4.0− 4.9125)+

+(2− 5)(6.5− 4.9125) + · · ·+ (6− 5)(3.2− 4.9125)] = −5.0625,

a2 =
1

n
·

nX
i=1

(xi − x)2 =

=
1

8
· (5− 5)2 + (2− 5)2 + · · ·+ (6− 5)2 = 9,

a =
a1

a2
=
−5.0625

9
= −0.5625,

b = y − a · x = 4.9125− (−0.5625) · 5 = 61.8

b) Za presmetka na intevalot na doverba potrebno e prethodno da se opre-
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delat slednite parametri:

s2 =
1

n− 2
·

nX
i=1

[yi − (axi + bi)]
2 =

=
1

8− 2
· ˘[4.0− (−0.5625 · 5 + 61.8)]2 + [6.5− (−0.5625 · 2 + 61.8)]2 + · · ·+

+ [3.2− (−0.5625 · 6 + 61.8)]2
¯ ≈ 3899.54,

s =
√

s2 ≈ 62.45,

sa =
spPn

i=1(xi − x)2
=

s√
a2

=
62.45

3
≈ 0.285

v)

7.1.2. Sprovedeno e ispituvaǌe za visinata na deca na vozrast od
4 do 5 godini. Vo sekoe pole od slednata tabela dadeno e kolku od
ispitanite deca bile na vozrast i visina vo dadenite intervali.

y-VISINA [cm]
89-91 91-93 93-94 94-95 95-96

48-50 5 1
50-52 9 2 1

x-VOZRAST 52-54 11 3
(meseci) 54-56 3 5

56-58 1 8
58-60 2 10

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So pomox na pravata na linearna regresija da se predvidi visi-

nata na dete na vozrast od 56 meseci. Da se opredeli 99%-ten
interval na predviduvaǌe za visina na dete na vozrast od 56
meseci.

d) Da se opredeli 99%-ten interval na doverba za proseqnata vi-
sina na decata na vozrast od 56 meseci.

Odgovorite da se obrazlo�at.

Rexenie.

Dopolnitelni zadaqi
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7.1.3. Proseqnata temperatura i proda�bata na eden osve�itelen pi-
jalok dadeni se vo slednata tabela

mesec mar apr maj jun jul avg sep

x-temperatura [◦S] 10.3 14.2 17.7 22.1 26.6 28.4 26.1
y-proda�ba (100000 l) 4.0 6.5 3.5 7.1 7.3 5.6 2.1

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So pomox na pravata na linearna regresija da se predvidi me-

seqnata potroxuvaqka na osve�itelniot pijalok pri proseqna
meseqna temperatura od 24◦S. Da se opredeli 90%-ten interval
na predviduvaǌe za meseqnata potroxuvaqka na osve�itelniot
pijalok pri proseqna meseqna temperatura od 24◦S.

d) Da se opredeli 99%-ten interval na doverba za srednata vred-
nost na koliqestvoto kislorod xto go vnesuva qovek pri 109
otqukuvaǌa na srceto vo minuta.

Odgovorite da se obrazlo�at.

7.1.4. Brojot na studenti koi se zapixale na eden fakultet - x, kako i
delot od niv koi ”fatile” uslov za vtora godina daden e vo slednata
tabela

uqebna godina 97/98 98/99 99/00 00/01 01/02 02/03

x-zapixani vo prva 381 368 327 244 211 186
y-uslov za vtora 204 184 167 104 93 68

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So pomox na linearnata regresija da se predvidi brojot na stu-

denti xto ḱe ”fatat” uslov za vo vtora godina ako vo prva god-
ina se zapixale 281 student. Da se opredeli 95%-ten interval na
predviduvaǌe za brojot na studenti xto ḱe ”fatat” uslov za vo
vtora godina ako vo prva godina se zapixale 281 student. Odgov-
orite da se obrazlo�at.

7.1.5. Troxocite za marketing i ostvareniot profit (vo iljadi evra)
xto edno pretprijatie gi realiziralo vo tekot na osum meseci dadeni
se vo slednata tabela

mesec jan fev mar apr maj jun jul avg

x-marketing 1.5 2.0 2.2 1.8 1.2 2.4 1.8 1.9
y-profit 9.2 12.0 14.1 11.8 8.5 14.9 11.1 12.1
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a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So pomox na regresionata prava da se predvidi profitot ako

vo tekot na eden mesec za marketing se potroxat 1700 evra. Da
se opredeli 98%-ten interval na predviduvaǌe za profitot pri
troxoci za marketnig od 1700 evra.

d) Da se opredeli 98%-ten interval na doverba za srednata vred-
nost na profitot ako troxocite za marketing iznesuvaat 1700
evra.

Odgovorite da se obrazlo�at.

7.1.6. Podatocite za visinata na sedum parovi dadeni se vo slednata
tabela

par broj 1 2 3 4 5 6 7

x-�ena [cm] 164 159 169 172 162 167 170
y-ma� [cm] 171 169 170 182 177 173 170

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So pomox na pravata na linearna regresija da se predvidi visi-

nata na ma�ot, ako negovata partnerka e visoka 165 cm. Da se
opredeli 98%-ten interval na predviduvaǌe na visinata na ma�
qija partnerka e visoka 165 cm.

d) Da se opredeli 98%-ten interval na doverba za proseqnata visi-
nata na ma� so partnerka visoka 165 cm.

Odgovorite da se obrazlo�at.

7.1.7. Srednata temperatura vo mesec maj vo dva sosedni gradovi, vo
tekot na osum godini, dadena e vo slednata tabela

godina 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

grad x [◦S] 18.4 17.8 17.2 16.1 20.5 19.4 15.7 16.8
grad y [◦S] 15.6 14.5 14.0 13.5 17.6 16.1 13.0 13.7

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So linearna regresija da se predvidi temperaturata vo mesec

maj vo gradot y, ako temperaturata vo gradot x e 18.8 ◦S. Da se
opredeli 99%-ten interval na predviduvaǌe na temperaturata
vo maj vo gradot y pri temperatura od 18.8 ◦S vo gradot x.
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d) Da se opredeli 99%-ten interval na doverba za srednata tempe-
raturata vo maj vo y, ako temperaturata vo x e 18.8 ◦S.

Odgovorite da se obrazlo�at.

7.1.8. Potrebna e skapa i sofisticirana oprema za da se izmeri koli-
qestvoto kislorod xto qovekot go vnesuva pri dixeǌeto - y. Napraven
e obid ovaa golemina da se presmeta preku brojot na otqukuvaǌa na
srceto vo edna minuta - x. Serija eksperimenti gi davaat slednite
vrednosti za x i y, soodvetno.

eksperiment broj 1 2 3 4 5 6

x-otqukuvaǌa 94 96 95 95 94 95
y-kislorod 0.473 0.753 0.929 0.939 0.832 0.983

eksperiment broj 7 8 9 10 11 12

x-otqukuvaǌa 104 104 106 108 110 113
y-kislorod 1.178 1.176 1.292 1.403 1.499 1.592

eksperiment broj 13 14 15 16 17 18

x-otqukuvaǌa 113 118 115 121 127 131
y-kislorod 1.599 1.749 1.746 1.897 2.040 2.231

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.

g) So pomox na pravata na linearna regresija da se predvidi ko-
liqestvoto kislorod xto go vnesuva qovek pri 109 otqukuvaǌa
na srceto vo minuta. Da se opredeli 99%-ten interval na pred-
viduvaǌe za koliqestvoto kislorod xto go vnesuva qovek pri 109
otqukuvaǌa na srceto vo minuta.

d) Da se opredeli 99%-ten interval na doverba za srednata vred-
nost na koliqestvoto kislorod xto go vnesuva qovek pri 109
otqukuvaǌa na srceto vo minuta.

Odgovorite da se obrazlo�at.

7.1.9. Vo slednata tabela dadeni se podatoci za te�inata i cenata
na 21 model avtomobili. Potoqno, vo sekoe pole od tabelata dadeno
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e kolku od ispitanite avtomobili imale tezina i cena vo dadenite
intervali.

y-CENA (iljadi evra)
6-8 8-12 12-15 15-20

x-TE�INA 0.8-1.1 2 3
(toni) 1.1-1.3 2 6

1.3-1.5 1 7

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So pomox na linearnata regresija da se predvidi cenata na av-

tomobil xto te�i 1.05 toni. Da se opredeli 90%-ten interval
na predviduvaǌe za cenata na avtomobil so te�ina 1.05 toni.

d) Da se opredeli 90%-ten interval na doverba za proseqnata ce-
nata na avtomobili so te�ina 1.05 toni.

Odgovorite da se obrazlo�at.

7.1.10. Pregled na efikasnosta na eden koxarkar napraven e na toj
naqin xto vo sekoe pole od slednata tabelata dadeno e kolku natpre-
vari odigral koxarkarot so minuta�a i broj na postignati poeni vo
soodvetnite intervali.

y-POENI
10-12 12-18 18-25 25-30

25-30 1 6
x-MINUTA�A 30-35 2 10

35-40 1 16 2
40-48 1 17

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.
g) So pomox na linearnata regresija da se predvidi kolku poeni ḱe

postigne koxarkarot ako igra 32 minuti. Da se opredeli 95%-
ten interval na predviduvaǌe za brojot na postignati poeni pri
32 minuti vo igra.

d) Da se opredeli 95%-ten interval na doverba za proseqnata broj
na postignati poeni pri 32 minuti vo igra.

Odgovorite da se obrazlo�at.
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7.1.11. Raspredelbata na goleminite x i y okarakterizirana e so sled-
nata korelaciona tabela

y
2 4 6 8 10

1 1 4 1
3 1 2 8 1

x 5 2 6 5 1
7 1 1 8 1
9 3 11

a), b), v) Isto kako baraǌata (a), (b) i (v) od zadaqa 7.1.1.

g) So pomox na pravata na linearna regresija da se predvidi vred-
nosta na goleminata y koga x = 4.5. Da se opredeli 90%-ten in-
terval na predviduvaǌe za vrednosta na y koga x = 4.5.

d) Da se opredeli 90%-ten interval na doverba za srednata vred-
nost na goleminata y koga x = 4.5.

Odgovorite da se obrazlo�at.

7.2 KOEFICIENT NA KORELACIJA
ocenka na koeficientot
testiraǌe na hipotezi

Osnovni elementi od teorija

Za situaciite opixani vo zadaqite od ovaa sekcija:

a) Da se oceni koeficientot na korelacija pomeǵu x i y;

b) Vrz osnova na ocenkata dobiena vo delot (a), da se formulira
soodvetna hipoteza i istata da se testira so nivo na znaqajnost
0.01 (0.05).
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v) Da se zakluqi dali postoi (i ako postoi od kakva priroda) lin-
earna zavisnost pomeǵu x i y. Xto znaqi toa za situacijata opi-
xana vo zadaqata?

Odgovorite da se obrazlo�at.

Rexeni zadaqi

7.2.1. Sedummina vraboteni koi na rabota odat so avtomobil anketi-
rani se po slednite praxaǌa: 1. kolkava e oddaleqenosta od vaxiot
dom do rabotnoto mesto - x; i 2. kolku vreme vi treba za nautro da
stasate na rabota - y. Odgovorite se dadeni vo sledntata tabela

vraboten so reden broj 1 2 3 4 5 6 7

x-oddaleqenost [km] 4.3 2.6 7.5 5.6 1.1 9.3 8.4
y-vreme [min] 17.1 15.3 20.8 18.6 13.3 23.3 22

Rexenie.

7.2.2. Ispitani se 14 primeroci od eden ist tip na pnevmatici za
avtomobil. Podatocite za pritisokot vo pnevmatikot - x, i za kilo-
metrite pominati do negovata promena - y, dadeni se vo slednata ta-
bela.

pnevmatik broj 1 2 3 4 5 6 7

x-pritisok [bar] 2.1 2.1 2.2 2.2 2.3 2.3 2.4
y-1000 km 46 45 49 51 55 53 60

pnevmatik broj 8 9 10 11 12 13 14

x-pritisok [bar] 2.4 2.5 2.5 2.6 2.6 2.7 2.7
y-1000 km 59 59 55 51 49 44 45

Rexenie. koord. sist. –» zavisni, no ne linearno

7.2.3. Mena
erite na 35 pretprijatija anketirani se po slednite pra-
xaǌa: 1. koe nivo na obrazovanie dominira vo pretprijatieto - x; i
2. kolkava e zastapenosta na kompjuterite vo rabotata na pretpri-
jatieto - y. Nivnite odgovori se sumirani vo slednata tabela, kade
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sekoe pole go sodr�i brojot na mena
eri koi dale odgovor kako vo
redicata i kolonata vo koja se naoǵa poleto.

y-KOMPJUTERIZIRANOST

1 2 3 4

nisko 5
x-OBRAZOVANIE sredno 4 4 3

visoko 2 4 6 7
1-niska; 2-sredna; 3-visoka; 4-mnogu visoka

Rexenie.

Dopolnitelni zadaqi

7.2.4. Vo slednata tabela dadeni se podatoci za 9 sluqajno izbrani
studenti vo pogled na redovnosta na predavaǌa - x, i ocenkata xto ja
dobile po predmetot - y.

student broj 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x-redovnost 1 1 2 3 3 4 4 5 5
y-ocena 5 5 6 6 7 8 9 9 10
redovnost: 1-mnogu niska; 2-niska; 3-sredna; 4-visoka; 5-mnogu visoka

7.2.5. Ispitani se 8 primeroci na poqva zemeni od lokacii na ra-
zliqna oddaleqenost od edno pretprijatie od hemiskata industrija.
Vo slednata tabela dadena e oddaleqenosta na lokacijata od kade e
zemen primerokot - x, i koncentracijata na edna xtetna materija vo
nego y.

primerok broj 1 2 3 4 5 6 7 8

x-oddaleqenost [km] 0.3 0.5 0.8 1.2 1.7 2.0 2.2 2.5
y-xtetna materija [mg] 25 20 17 15 11 8 7 5

7.2.6. Potroxuvaqkata na benzin - y, pri brzina na dvi�eǌe na avto-
mobilot - x, dadena e vo slednata tabela

x-brzina [km/h] 30 45 60 75 90
y-potroxuvaqka [l/100km] 9.7 8.3 7.7 8.3 9.7
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7.2.7. Edna maxina za pakuvaǌe mo�e da raboti so tri razliqni
brzini. Napraveni se xest mereǌa, po dve so sekoja brzina - x, i
brojot na grexki pri pakuvaǌeto (na 1000 spakuvani proizvodi) - y,
daden e vo slednata tabela

mereǌe broj 1 2 3 4 5 6

x-brzina mala mala sredna sredna golema golema
y-grexki 15 18 27 24 54 53

7.2.8. Eden predmet mo�e da se polaga preku tri testovi i sekoj od niv
se ocenuva od 0 do 100 poeni. Rezultatite od prviot test - x, i zbirot
od poenite od site tri testovi - y, za 40 studenti daden e vo slednata
tabela. Sekoe pole od tabelata go sodr�i brojot na studenti koi na
prviot i vkupno na trite testa osvoile broj na poeni vo navedenite
intervali.

y-ZBIR OD TRITE TESTOVI

0-60 60-120 120-180 180-240 240-300

0-25 4 2 1
25-40 2 4 2 1

x-PRVIOT 40-55 1 2 6 3
TEST 55-70 2 1 5

70-85 1 8 4
85-100 1 11

7.2.9. Grupa od 50 uqenici se anketirani po praxaǌata na harmoni-
jata xto ja qustvuvaat vo semejstvoto - x, i liqnata samodoverba - y.
Dobienite odgovori sumirani se vo slednata tabela, kade sekoe pole
go sodr�i brojot na uqenici koi gi dale ocenkite na postavenite pra-
xaǌa kako vo redicata i kolonata vo koja se naoǵa poleto.

y-SAMODOVERBA

1 2 3 4

x- 1 3 4 1 2
HARMONIJA 2 2 3 4 1
VO 3 2 6 3
SEMEJSTVOTO 4 1 1 3 5

5 1 4 4
1-mnogu visoka; 2-visoka; 3-sredna; 4-niska; 5-mnogu niska
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7.2.10. Vo slednata tabela dadeni se podatocite dobieni so anketi-
raǌe na 47 luǵe na praxaǌeto za vozrasta - x, i brojot na knigi pro-
qitani vo poslednata godina - y.

y-PROQITANI KNIGI

0-2 2-5 5-10 10-20

10-25 1 4 6 1
x-VOZRAST 25-40 5 3 1 1

40-55 2 4 6 1
55-70 2 8 2

7.2.11. Baraǌata (a), (b) i (v), strana ???, da se realiziraat za
situaciite opixani vo zadaqite od sekcijata 7.1.
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-



TABELI



Tabela 1.

jdhsjhdlskls
lwwlekwlkelwke

z

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

-3.4 0.00034 0.00032 0.00031 0.00030 0.00029 0.00028 0.00027 0.00026 0.00025 0.00024
-3.3 0.00048 0.00047 0.00045 0.00043 0.00042 0.00040 0.00039 0.00038 0.00036 0.00035
-3.2 0.00069 0.00066 0.00064 0.00062 0.00060 0.00058 0.00056 0.00054 0.00052 0.00050
-3.1 0.00097 0.00094 0.00090 0.00087 0.00084 0.00082 0.00079 0.00076 0.00074 0.00071
-3.0 0.00135 0.00131 0.00126 0.00122 0.00118 0.00114 0.00111 0.00107 0.00104 0.00100
-2.9 0.00187 0.00181 0.00175 0.00169 0.00164 0.00159 0.00154 0.00149 0.00144 0.00139
-2.8 0.00256 0.00248 0.00240 0.00233 0.00226 0.00219 0.00212 0.00205 0.00199 0.00193
-2.7 0.00347 0.00336 0.00326 0.00317 0.00307 0.00298 0.00289 0.00280 0.00272 0.00264
-2.6 0.00466 0.00453 0.00440 0.00427 0.00415 0.00402 0.00391 0.00379 0.00368 0.00357
-2.5 0.00621 0.00604 0.00587 0.00570 0.00554 0.00539 0.00523 0.00508 0.00494 0.00480
-2.4 0.00820 0.00798 0.00776 0.00755 0.00734 0.00714 0.00695 0.00676 0.00657 0.00639
-2.3 0.01072 0.01044 0.01017 0.00990 0.00964 0.00939 0.00914 0.00889 0.00866 0.00842
-2.2 0.01390 0.01355 0.01321 0.01287 0.01255 0.01222 0.01191 0.01160 0.01130 0.01101
-2.1 0.01786 0.01743 0.01700 0.01659 0.01618 0.01578 0.01539 0.01500 0.01463 0.01426
-2.0 0.02275 0.02222 0.02169 0.02118 0.02068 0.02018 0.01970 0.01923 0.01876 0.01831
-1.9 0.02872 0.02807 0.02743 0.02680 0.02619 0.02559 0.02500 0.02442 0.02385 0.02330
-1.8 0.03593 0.03515 0.03438 0.03362 0.03288 0.03216 0.03144 0.03074 0.03005 0.02938
-1.7 0.04457 0.04363 0.04272 0.04182 0.04093 0.04006 0.03920 0.03836 0.03754 0.03673
-1.6 0.05480 0.05370 0.05262 0.05155 0.05050 0.04947 0.04846 0.04746 0.04648 0.04551
-1.5 0.06681 0.06552 0.06426 0.06301 0.06178 0.06057 0.05938 0.05821 0.05705 0.05592
-1.4 0.08076 0.07927 0.07780 0.07636 0.07493 0.07353 0.07215 0.07078 0.06944 0.06811
-1.3 0.09680 0.09510 0.09342 0.09176 0.09012 0.08851 0.08692 0.08534 0.08379 0.08226
-1.2 0.11507 0.11314 0.11123 0.10935 0.10749 0.10565 0.10383 0.10204 0.10027 0.09853
-1.1 0.13567 0.13350 0.13136 0.12924 0.12714 0.12507 0.12302 0.12100 0.11900 0.11702
-1.0 0.15866 0.15625 0.15386 0.15151 0.14917 0.14686 0.14457 0.14231 0.14007 0.13786
-0.9 0.18406 0.18141 0.17879 0.17619 0.17361 0.17106 0.16853 0.16602 0.16354 0.16109
-0.8 0.21186 0.20897 0.20611 0.20327 0.20045 0.19766 0.19489 0.19215 0.18943 0.18673
-0.7 0.24196 0.23885 0.23576 0.23270 0.22965 0.22663 0.22363 0.22065 0.21770 0.21476
-0.6 0.27425 0.27093 0.26763 0.26435 0.26109 0.25785 0.25463 0.25143 0.24825 0.24510
-0.5 0.30854 0.30503 0.30153 0.29806 0.29460 0.29116 0.28774 0.28434 0.28096 0.27760
-0.4 0.34458 0.34090 0.33724 0.33360 0.32997 0.32636 0.32276 0.31918 0.31561 0.31207
-0.3 0.38209 0.37828 0.37448 0.37070 0.36693 0.36317 0.35942 0.35569 0.35197 0.34827
-0.2 0.42074 0.41683 0.41294 0.40905 0.40517 0.40129 0.39743 0.39358 0.38974 0.38591
-0.1 0.46017 0.45620 0.45224 0.44828 0.44433 0.44038 0.43644 0.43251 0.42858 0.42465
-0.0 0.50000 0.49601 0.49202 0.48803 0.48405 0.48006 0.47608 0.47210 0.46812 0.46414

201



z

Tabela 1.

jdhsjhdlskls
lwwlekwlkelwke

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91308 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
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